
EINLEITUNGQuantenmehanik und Relativit�atstheorie bilden zusammen die Grundlage der heutigentheoretishen Physik und haben zu einer weitgehenden Vereinigung der Teildisziplinenniht nur der Physik im engeren Sinne, sondern auh der Naturwissenshaft insgesamt,also der Physik im weiteren Sinne, gef�uhrt. Der Name "Physik\ ist n�amlih hergeleitetaus '����, dem griehishen Wort f�ur "Natur\. Mit diesem Begri� wird die objektiveAu�enwelt bezeihnet, der der Mensh als erkennendes Subjekt gegen�ubersteht.Eine solhe Einstellung und damit der Beginn einer Naturwissenshaft �uberhaupt �ndetsih erstmals bei den griehishen Naturphilosophen, die im Gegensatz zu allen bisheri-gen Kulturen diese Au�enwelt niht als durh das willk�urlihe Handeln �ubernat�urliherWesen (G�otter, Geister, D�amonen) beherrsht ansahen, sondern davon ausgingen, da�die Vorg�ange in der Natur nah allgemeinen Gesetzen ablaufen, die f�ur die menshliheVernunft erkennbar sind (Rationalismus statt Mystik).F�ur das menshlihe Subjekt ist die Au�enwelt nur �uber die Sinne erfahrbar, wobei manMe�instrumente als Erweiterungen der Sinnesorgane betrahten kann.Im Rahmen eines radikalen Skeptizismus, etwa im Sinne von David Hume, kann man dieExistenz einer vom Subjekt unabh�angigen Au�enwelt nat�urlih in logish unwiderlegbarerWeise bestreiten ("Wenn keiner hinshaut, ist der Mond niht da\), mit dieser Haltung, dieim Solipsismus gipfelt ("Es gibt nur mih, alles andere sind Ausgeburten meiner Phantasie\),dann allerdings auh keine Naturwissenshaft betreiben. Meistens mahen die Vertreter dieserPhilosophie aber im t�aglihen Leben keinen Gebrauh von ihr, wie die folgende am�usanteGeshihte von Bertrand Russell zeigt: "Einmal erhielt ih einen Brief von einer angesehenenLogikerin, Frau Christine Ladd Franklin, die von sih sagte, sie sei Solipsistin und �uberrasht,da� es niht mehr davon gebe.\Im Gegensatz zu Emp�ndungen sind die, in der Regel quantitativen, Ergebnisse von Mes-sungen zwishen vershiedenen Subjekten kommunizierbar. Auh ein Blinder kann also vonder Farbe reden, wenn er �uber die Ablesungen eines Spektrometers spriht. Die grundlegen-de Annahme der Naturwissenshaft ist nun, da� die Natur bei ihrer zeitlihen Ver�anderungobjektiven Regelm�a�igkeiten (Naturgesetze) folgt, die unabh�angig vom menshlihen Sub-jekt existieren, wenn auh ihre Formulierung kulturabh�angig ist, die also im Prinzip vonhinreihend intelligenten Ameisen erkannt werden k�onnten.Diese Au�assung steht in sharfem Gegensatz zu dem in Teilen der heutigen Geistes- und So-zialwissenshaften propagierten "postmodernen Relativismus\, der behauptet, da� alle Aus-sagen nur "Texte\ oder "Mythen\, daher gleih "wahr\ und letztlih nur vom sozialen Umfeldabh�angig seien. Danah w�are die Ansiht der modernen Astronomie, da� Sonnen�nsternissedurh den Shattenwurf des Mondes auf die Erdober�ahe zustande k�amen, genauso wahr,wie die einiger Naturv�olker, da� dabei die Sonne von einem Tier vershlungen w�urde, wogegenlautes Trommeln helfe, oder die des mittelalterlihen Christentums, da� es sih um g�ottli-he Strafandrohungen handle, auf die man mit Bu��ubungen und intensivem Gebet reagierenm�usse. Auh die Zahl � ist danah ein gesellshaftlihes Konstrukt, das in einer von alten,wei�en M�annern beherrshten Gesellshaft einen anderen Wert hat als bei jungen, farbigenFrauen. Diese besonders in der Soziologie und in der Linguistik verbreiteten Ansihten sindallerdings niht so verwunderlih, wenn man bedenkt, da� als Folge unseres Bildungssystemsdie mathematish-naturwissenshaftlihen Kenntnisse eines durhshnittlihen Soziologen die1



eines fr�uhmittelalterlihen Christen niht wesentlih �ubersteigen. Die Selbstsiherheit dieserKulturwissenshaftler wurde allerdings doh etwas ersh�uttert durh \Sokal's hoax". DerPhysiker Alan Sokal ver�o�entlihte 1996 in \Soial Text", einer amerikanishen Zeitshriftf�ur Kulturwissenshaft, einen Artikel mit dem Titel \Transgressing the Boundaries: Towardsa Transformative Hermeneutis of Quantum Gravity", der mit unsinnigen, aber bedauer-liherweise ehten Zitaten von bedeutenden postmodernistishen Intellektuellen wie Laan,Latour, Irigaray und Derrida gespikt war. Da die Diktion und Argumentationsweise v�olligder in dieser Zeitshrift �ublihen entsprah, wurde er niht als Parodie erkannt. Unmittelbardarauf dekte Sokal seinen Sherz in den Konkurrenzzeitshriften \Dissent" und \Philosophyand Literature" auf und mahte dadurh die Blamage der postmodernen Wissenshaftssozio-logen �o�entlih.Im Gegensatz zu den meisten Geisteswissenshaften oder etwa der Theologie ist die Ba-sis der Naturwissenshaften die Empirie. Alle naturwissenshaftlihen Erkenntnisse folgenletztlih aus der Erfahrung, sie k�onnen weder durh reines Denken (Philosophie) nohdurh Erleuhtung (Theologie) gewonnen werden. Die Erkenntnismethode der Naturwis-senshaft wurde besonders deutlih von Newton formuliert. Sie ist induktiv-deduktiv, eswerden also auf Grund zuf�allig gemahter oder durh systematishe Experimente gewonne-ner Erfahrungen induktiv Hypothesen formuliert, aus denen dann deduktiv die Ergebnisseweiterer, m�oglihst untershiedliher, Experimente vorhergesagt werden. Stimmt derenAusfall mit der Vorhersage �uberein, so st�utzt das die Hypothese, andernfalls mu� sie ver-worfen oder modi�ziert werden.Nat�urlih kann zu einer gegebenen Zeit immer nur ein Teil der Au�enwelt, das "physi-kalishe System\, untersuht werden, wobei es sih um ein einzelnes Elementarteilhenoder das Universum als Ganzes handeln kann. Der niht betrahtete Teil hei�t dann die"Umgebung\. Der momentane Zustand des Systems wird festgelegt durh seine Eigen-shaften, die durh Messungen bestimmt werden. Nur diese bilden den Gegenstand derPhysik, die man daher auh als "Me�kunst\ { wie fr�uher die Chemie als "Sheidekunst\{ bezeihnen k�onnte. Da die physikalishen Experimente im allgemeinen zu quantitativenErgebnissen (Zeigerablesungen) f�uhren, sind die zu ihrer Erkl�arung aufgestellten Hypothe-sen notwendig mathematisher Natur. Die Au�enwelt wird also in gewissem Sinne auf einemathematishe Modellwelt abgebildet, die "physikalishe Theorie\, wobei "Theorie\ { an-ders als in der Umgangssprahe { niht "Hypothese\ oder "Spekulation\ bedeutet, sondernein umfangreihes System koh�arenter Aussagen, die im Experiment �uberpr�uft wurden.Die F�ahigkeit, das Verhalten der Natur in gewissem Umfang vorherzusagen liefert dief�ur die menshlihe Gesellshaft extrem wihtige M�oglihkeit, diesen Ablauf durh geziel-te Eingri�e (Tehnik) zu beeinussen. W�ahrend dieser letztere Gesihtspunkt f�ur Laien,insbesondere f�ur Politiker, von �uberragender Bedeutung ist, bleibt der eigentlihe Beweg-grund f�ur die Besh�aftigung mit der Naturwissenshaft doh das Streben nah Erkenntnis,die eine Deutung der Welt erm�ogliht. Eine solhe Deutung mu� aber immer in erhebli-hen Ma�e subjektiv bleiben. Sie ist daher niht Gegenstand der Physik im engeren Sinne,sondern metaphysikalish-philosophisher Natur. Die moderne Naturwissenshaft, spezielldie Physik, beantwortet die Sinnfrage prinzipiell niht. Sie ist "reduktionistish\, im Ge-gensatz zu "holistishen\ Au�assungen, daf�ur aber auh, ebenfalls im Gegensatz zu diesen,auf ihrem eingeshr�ankten Gebiet au�erordentlih erfolgreih. Besonders deutlih kommtdiese Haltung in Newtons ber�uhmtem Wort \Hypotheses non �ngo" ("Ih er�nde keine(metaphysikalishen) Hypothesen\) zum Ausdruk.Obwohl die Physik eine solhe Deutung niht liefert, shr�ankt sie doh m�oglihe rationaleDeutungen ein. So ist die magishe Umwandlung von Sto�en, etwa von Wasser zu Wein2



(Hohzeit zu Kana) oder Stroh zu Gold (Rumpelstilzhen) mit der Naturwissenshaft un-vereinbar. Nun sind gerade die Erkenntnisse von Quantenmehanik und Relativit�atstheorief�ur solhe Deutungsversuhe von besonderem Reiz und haben daher auh bei Laien gro�esInteresse gefunden und zu philosophish-weltanshaulihen Spekulationen, zum Beispiel�uber Akausalit�at und Subjektivit�at des Naturgeshehens, gef�uhrt, die in der physikali-shen Theorie kaum eine Basis �nden. Nat�urlih wird wohl fast jeder Physiker f�ur siheine Deutung entwikeln { es w�are bedauerlih, wenn er es niht t�ate {, doh wird diesenotwendig durh seine weltanshaulihe Einstellung subjektiv gef�arbt sein. Es ist dahern�otig { insbesondere im Gespr�ah mit Laien {, zwishen den objektiven Aussagen derQuantenmehanik und ihrer subjektiven Deutung zu untersheiden.In dieser Vorlesung wird nur der mathematishe Apparat der Quantenmehanik darge-stellt, �uber den unter Physikern weitgehende �Ubereinstimmung besteht. Das ist auh dieVorgehensweise in fast allen Lehrb�uhern. Ihre Zahl ist Legion, und die Untershiedezwishen ihnen beshr�anken sih im wesentlihen darauf, welhe Teile aus der F�ulle desSto�s als die wihtigsten angesehen und deshalb aufgenommen werden. Dabei spieltnat�urlih das Arbeitsgebiet des Autors eine Rolle, hier wird die wesentlihe Anwendung,wie auh in der historishen Entwiklung, auf dem Gebiet der Atomphysik liegen.Historishe EntwiklungVom Altertum bis zum Mittelalter waren Gegenstand der Physik zwei weitgehend von-einander getrennte Teilgebiete, n�amlih einerseits die Bewegung von K�orpern in Raumund Zeit (Kinematik) und ihre Ursahen (Dynamik), aus der sih die Mehanik, die Elek-trodynamik und als ihre Zusammenfassung die Relativit�atstheorie entwikelten, und an-dererseits die Struktur der Materie, die zur Quantentheorie und damit zum Gegenstanddieser Vorlesung f�uhrte. �Uber den Aufbau der Materie gab es im Altertum zwei wesentlihvershiedene Vorstellungen.a) AristotelesDer gesamte Raum ist von Materie erf�ullt, es gibt kein Vakuum. Die Materie stellt einKontinuum dar. Zershneidet man zum Beispiel einen W�urfel einer bestimmten Substanz,so sind die entstandenen Teile bis auf ihre Abmessungen vom urspr�unglihen K�orper un-untersheidbar. Die Materie ist, mit einem modernen Ausdruk, \selbst�ahnlih" (wie dierussishen "Puppen in der Puppe\). Die unbegrenzt fortgesetzte Unterteilung f�uhrt zu denbekannten begri�ihen Shwierigkeiten des Kontinuums.b) DemokritDie Materie ist niht beliebig teilbar. Bei fortgesetzter Unterteilung wird eine Stufe er-reiht, bei der ihre k�ornige Struktur deutlih wird. Sie besteht aus (auf kontinuierliheWeise) niht weiter teilbaren "Atomen\, deren Eigenshaften sih v�ollig von denen der ma-kroskopishen K�orper untersheiden, so bestehen Eisenatome niht aus Eisen. Die Atomebewegen sih ungeordnet und zuf�allig im unbegrenzten leeren Raum. Bei Zusammenst�o�enwehselwirken sie miteinander und bilden Muster { die makroskopishen K�orper { mit be-stimmten Eigenshaften."Sheinbar ist Farbe, sheinbar S�u�igkeit, sheinbar Bitterkeit { wirklih nurAtome und Leeres.\(Demokrit, Fragment 125) 3



Die Vorstellungen Demokrits stimmen in vielem mit der modernen Theorie �uberein. (DieK�ornigkeit der Materie zeigt sih shon auf einer Skala von 10�9m, der Ferromagnetis-mus beruht auf der Anordnung der Eisenatome im Kristallgitter und vershwindet beimShmelzen, die Shalenstruktur der Elektronenverteilung um den Atomkern bestimmt diehemishen Eigenshaften.) Sie stellen aber keine Vorwegnahme der heutigen Kenntnissedar, denn es handelte sih bei ihnen nur um k�uhne Spekulationen, die durh keinerleiBeobahtungen gest�utzt wurden.Im Gegensatz zum Weltbild des Aristoteles ist das des Demokrit kausal, aber niht �nal.Die Bewegung der Atome, ebenso wie die Bildung und Aufl�osung der Muster, sind reinzuf�allig. Das Geshehen in der Welt verl�auft ziellos. Die Lehre des Demokrit galt daherauh shon bei den reht liberalen Griehen als ausgesprohen atheistish und war imMittelalter sowohl bei Christen wie bei Muslimen verp�ont.Erst mit dem Zerfall des Meinungsmonopols der Kirhe zu Beginn des 17. Jahrhunderts er-langte sie wieder Bedeutung, als Evangelista Torrielli, ein Sh�uler Galileis, und Otto vonGuerike die Existenz des Vakuums demonstrierten und so nah dem geozentrishen Welt-system einen weiteren wesentlihen Teil der aristotelishen Naturphilosophie widerlegten.Atomistishe Vorstellungen bilden auh die Grundlage der Newtonshen Mehanik. Seine"K�orper\ sind, wie die Atome Demokrits, Massenpunkte, die sih, allerdings unter demst�andigen Einu� ihrer Wehselwirkungen, kausal-determiniert im leeren Raum bewegen,oder sie sind aus solhen Massenpunkten aufgebaut.Hinweise auf die atomistishe Struktur der Materie ergaben sih in der Folgezeit aus derChemie (Gesetz der konstanten und multiplen Proportionen) und der Kristallographie undf�uhrten zur kinetishen Gastheorie, doh gab es noh bis zum Ende des 19. Jahrhundertsbedeutende Physiker wie Mah und Oswald, die die reale Existenz der Atome bestritten.Auf sie bezieht sih die bekannte �Au�erung von Max Plank: "Eine neue wissenshaftliheWahrheit triumphiert niht dadurh, da� sie ihre Gegner �uberzeugt und sie das Liht sehenl�a�t, sondern vielmehr, weil die Gegner shlie�lih sterben und eine neue Generation shonan sie gew�ohnt ist.\Zu diesem Zeitpunkt hatte sih shon aus Experimenten, insbesondere bei Gasentladun-gen, ergeben, da� die Atome eine innere Struktur besitzen, die elektromagnetisher Naturist. Es war gelungen, aus ihnen negative "Elektrizit�atsatome\ (Elektronen) freizusetzen,wobei sie als positive Ionen zur�ukblieben. Im Atommodell von Thomson (\plum pud-ding", "Rosinenbrot\) erf�ullt die positive Ladung den Raum des Atoms, in ihr shwimmendie Elektronen. Die bei deren Anregung (Auslenkung aus der Ruhelage) ausgesandte elek-tromagnetishe Strahlung stimmte allerdings nur mit der Gr�o�enordnung, aber niht mitder Verteilung der beobahteten Frequenzen �uberein. Shlie�lih zeigte Rutherford, da�die positive Ladung des Atoms im einem kleinen Kern konzentriert ist und die Elektronendiesen umgeben. Eine erste quantitative Erkl�arung lieferte das Bohrshe Atommodell, beidem der klassishen Theorie Quantenbedingungen aufgepfropft werden, wie sie Plank beider Berehnung des Spektrums der Hohlraumstrahlung aufgestellt hatte. Die endg�ultigeTheorie, die Quantenmehanik, wurde in den Jahren von 1920 bis 1930 im wesentlihenvon Dira, Heisenberg und Shr�odinger entwikelt.
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KAPITEL 1 : POSTULATE DER QUANTENMECHANIKEin quantenmehanishes System kann sih im allgemeinen in einer gro�en Anzahlvershiedener Zust�ande be�nden. Jeder von ihnen wird durh einen vollst�andigen Satzvoneinander unabh�angiger und miteinander vertr�agliher durh Me�prozesse de�nierterEigenshaften (Observablen) festgelegt. Seine zeitlihe Entwiklung ("Bewegung\) erfolgtkausal. In der physikalishen Theorie werden den Zust�anden und den Observablen mathe-matishe Objekte zugeordnet, wobei die experimentellen Erfahrungen wesentlih eingehen.a) Zust�andeAus dem "Wellenharakter\ der Materie, also aus der Existenz von Interferenzersheinun-gen, folgt (in Analogie zu den Eigenshwingungen eines Monohords) das �Uberlagerungs-prinzip (Superpositionsprinzip):Sind a und b zwei m�oglihe Zust�ande des Systems, so ist auh ihre �Uberlage-rung  ein m�ogliher Zustand.Wellenvorg�ange werden beshrieben durh die Wellengleihung�2��x2 � 12 �2��t2 = 0 :Es handelt sih um eine lineare partielle Di�erentialgleihung 2. Ordnung. Wenn �a(x; t) und�b(x; t) zwei L�osungen der Wellengleihung sind, gilt das auh f�ur ihre �Uberlagerung�(x; t) = ��a(x; t) + � �b(x; t) :Systeme, die aus klassishen Teilhen bestehen, gehorhen dagegen der Hamilton-Jaobi-Gleihung. Speziell gilt f�ur die Bewegung eines freien Teilhens in einer Dimension:�S�t + 12m��S�x�2 = 0 :Hier handelt es sih um eine nihtlineare Di�erentialgleihung 1. Ordnung. Wenn die Wir-kungsfunktionen Sa(x; t) und Sb(x; t) diese Gleihung erf�ullen, gilt das im allgemeinen nihtf�ur ihre �Uberlagerung S(x; t) = �Sa(x; t) + � Sb(x; t) ;diese beshreibt also keinen m�oglihen Zustand.Wie sp�ater gezeigt werden wird, gilt in der Quantenmehanik f�ur die Wellenfunktion einesfreien Teilhens die Shr�odinger-Gleihung{�h �	�t � �h22m �2	�x2 = 0 ;also wieder eine lineare partielle Di�erentialgleihung 2. Ordnung, deren L�osungen sih su-perponieren lassen.F�ur eine theoretishe Beshreibung mu� man den Zust�anden und Observablen als Bildermathematishe Gr�o�en zuweisen und eine Vorshrift angeben, die diese in Beziehung zuden Ergebnissen von Messungen setzt. Wegen des Superpositionsprinzips lautet das1. Postulat:Den Zust�anden eines quantenmehanishen Systems werden die Elemente einesabstrakten linearen Vektorraumes, des Zustandsraumes, zugeordnet.5



Zustand a ! jai :Der �Uberlagerung zweier Zust�ande entspriht dann die Linearkombination der Zustands-vektoren: ji = � jai+ � jbi :Die �Uberlagerung eines Zustandes mit sih selbst ergibt wieder denselben Zustand, Vek-toren gleiher Rihtung ("Strahl\, \ray") stellen also den gleihen Zustand dar. Da die�Uberlagerung auh Phasenanteile enthalten kann (analog zum Monohord), sind die Ko-eÆzienten � und � dieser Linearkombination im allgemeinen komplexe Zahlen.Wenn ein Zustandsvektor sih als Linearkombination anderer Zustandsvektoren shrei-ben l�a�t, hei�t er von ihnen linear abh�angig. Entsprehend folgt der Begri� der linearenUnabh�angigkeit einer Anzahl von Zustandsvektoren jb1i; jb2i; :::; jbni. Als eine Basis desZustandsraumes bezeihnet man eine Gesamtheit von Zustandsvektoren, die linear un-abh�angig sind und aus denen sih jeder weitere Zustandsvektor durh Linearkombinationzusammensetzen l�a�t. Wenn die Maximalzahl linear unabh�angiger Zustandsvektoren end-lih ist, nennt man sie die Dimension des Zustandsraumes, sie kann aber auh { und dasist sogar der Regelfall { abz�ahlbar unendlih sein.Die Auswahl einer Basis ist niht eindeutig; bei einer bestimmten solhen, zum Beispieldurh jb1i; jb2i; ::: spriht man von einer Darstellung (\representation") des Zustandsrau-mes. Wegen jai = a1 jb1i+ a2 jb2i+ : : : :wird dann ein Zustandsvektor durh seine Komponenten ai dargestellt, und man kann ihnals Spaltenvektor ("ket-Vektor\) shreiben:jai = 0B� a1a2... 1CA :Zur Einf�uhrung einer Metrik (\L�angen" und \Winkel") mu� man ein Skalarprodukteinf�uhren, also eine invariante (von der Auswahl der Basis unabh�angige) Bilinearform,die jedem Paar von Zustandsvektoren jai; jbi eine komplexe Zahl hajbi zuordnet. Einensolhen linearen Vektorraum mit Metrik, der von h�ohstens abz�ahlbar unendlih vielenBasisvektoren aufgespannt wird, nennt man einen Hilbert-Raum. W�ahrend man bei re-ellen Vektorr�aumen meist die Symmetrie des Skalarprodukts voraussetzt, wird hier seineHermitezit�at gefordert: hbjai = hajbi� ;es ist also niht-kommutativ. Weiterhin mu� es positiv-de�nit sein:hajai � 0 ;wobei hajai = 0 nur f�ur f�ur den Nullvektor j0i gilt, dem kein m�ogliher Zustand entspriht.Das Skalarprodukt ist bez�uglih beider Faktoren distributiv:hajb1 + b2i = hajb1i+ hajb2iha1 + a2jbi = ha1jbi+ ha2jbi ;aber bez�uglih des zweiten Faktors linear:haj� bi = �hajbi ;6



bez�uglih des ersten antilinear: h� ajbi = ��hajbi :Wegen der Bilinearit�at gen�ugt zur Berehnung des Skalarprodukts beliebiger Zustands-vektoren die Kenntnis der Skalarprodukte der Basisvektoren hbijbki in einer gegebenenDarstellung. Sie bilden dort eine hermiteshe Matrix (metrisher Tensor).Zwei Zust�ande a und b hei�en orthogonal, wenn f�ur ihre Zustandsvektorenhajbi = 0gilt. Die Norm (L�ange) eines Zustandsvektors ist de�niert durhkak= qhajai :Im folgenden werden zun�ahst alle Zustandsvektoren als normiert vorausgesetzt:hajai = 1 ;sp�ater werden aber auh nihtnormierbare (uneigentlihe) Zustandsvektoren betrahtetwerden. Eine Basis von Zustandsvektoren kann durh das Shmidt-Verfahren orthonor-miert werden: hbijbki = Æik :In einer orthonormierten Basis ist der metrishe Tensor also eine Einheitsmatrix. F�ur dieKomponenten eines Zustandsvektors gilt dannjai =Xi ai jbii ! ai = hbijai :Im folgenden werden Basissysteme, sofern nihts anderes gesagt wird, stets als orthonor-miert angenommen.In einem linearen Vektorraum mit einer Metrik kann man f�ur jeden Vektor jai eine Mo-nolinearform (lineares Funktional, 1-Form) de�nieren durhfa(jxi) = hajxi ;sie ordnet also jedem Zustandsvektor jxi eine komplexe Zahl zu, wobei giltfa(�jxi + �jyi) = � fa(jxi) + � fa(jyi) :Monolinearformen lassen sih addieren:fa+b(jxi) = fa(jxi) + fb(jxi) = ha+ bjxi ;und f�ur ihr Vielfahes gilt f�a(jxi) = h�ajxi = �� fa(jxi) :Sie bilden daher ebenfalls einen linearen Vektorraum, den zum Raum der jai-Vektoren (ket-Vektoren) dualen oder adjungierten Raum der bra-Vektoren. Umgekehrt ist auh der Raumder ket-Vektoren dual zu dem der bra-Vektoren. Auf diese Weise werden jedem Zustandzwei Zustandsvektoren in Vektorr�aumen zugeordnet, die in gewissem Sinne spiegelbildlihzueinander sind: ji = � jai+ � jbi  ! hj = ��haj+ ��hbj :7



Wenn der ket-Vektor jai in der Basis der jbii dargestellt wird durhjai =Xi ai jbii =̂ 0B� a1a2... 1CA ;gilt f�ur den adjungierten bra-Vektorhaj =Xj a�j hbj j =̂ (a�1 a�2 : : :) :Zwei Matrizen, die auseinander durh Transposition und Bilden des Konjugiert-Komplexenhervorgehen, nennt man ebenfalls zueinander adjungiert. In diesem Sinne ist, bei endli-her Dimension n, der Zeilenvektor (1 � n-Matrix), der haj darstellt, das Adjungierte desSpaltenvektors, der jai darstellt. Das Skalarprodukt von zwei Zustandsvektoren l�a�t sihdann deuten als Produkt aus einem bra- und einem ket-Vektor und wird durh das ent-sprehende Matrizenprodukt dargestellt:haji =̂ (a�1 a�2 : : :)0B� 12... 1CA = a�1 1 + a�2 2 + : : : :Seine Shreibweise als ekige Klammer (english \braket") f�uhrte zu der Bezeihnungs-weise von \bra"- und \ket"-Vektoren (Dira-Notation).b) ObservablenObservablen werden de�niert durh Me�prozesse. Im Gegensatz zur klassishen Physikkann in der Quantenphysik der Einu� der Me�apparatur auf den untersuhten Zustanddes Systems niht mehr als beliebig klein angenommen werden, da auh diese aus Ele-mentarteilhen besteht. Der Zustand wird also durh die Messung in der Regel ver�andertwerden. Das hat zur Folge, da� die Reihenfolge vershiedener Messungen von Bedeutungist. Die Ver�anderung eines Zustands, also der �Ubergang in einen anderen, kann als eineAbbildung betrahtet werden, die durh einen Operator bewirkt wird. Einer Observablenwird daher ein linearer Operator zugeordnet, der im Zustandsraum wirkt:Observable A ! Â :Die Abbildung eines Zustand b auf einen anderen  wird beshrieben durhb !  =̂ ji = Â jbi :Wegen des Superpositionsprinzips mu� Â ein linearer Operator sein:Â (�1 jb1i+ �2 jb2i) = �1 Â jb1i+ �2 Â jb2i :Lineare Abbildungen eines linearen Vektorraums lassen sih als Drehstrekungen, hierallerdings mit komplexen Faktoren, deuten.Der Abbildung durh Â im ket-Raum entspriht im bra-Raum eine solhe durh denadjungierten Operator Ây: ji = Â jbi  ! hj = hbj Ây :8



Da� Ây im allgemeinen vershieden von Â sein wird, erkennt man an dem Beispiel einerreinen Strekung um den Faktor � im ket-Raum:ji = � jbi ! hj = ��hbj :Der Strekungsfaktor im bra-Raum hat also zwar den gleihen Betrag, aber die entgegenge-setzte Phase wie der im ket-Raum.Man kann daneben auh eine direkte Wirkung von Â im bra-Raum de�nieren, indem manfordert, da� stets hbj(Âji) = (hbjÂ)ji = hbjÂjisein soll. Falls der Operator Ĥ mit seinem Adjungierten �ubereinstimmt:Ĥy = Ĥ ;nennt man ihn selbstadjungiert oder hermitesh. Wegen der Hermitezit�at des Skalarpro-dukts: haji = hjai�gilt f�ur beliebige Operatoren hajÂjbi = hbjÂyjai� :F�ur hermiteshe Operatoren wird daraushajĤ jbi = hbjĤjai� :In einer gegebenen Basis jb1i; jb2i; : : : des ket-Raums wird ein Operator F̂ durh eineMatrix ~F dargestellt:ji = F̂ jai ! 0B� 12... 1CA = 0B�F11 F12 � � �F21 F22 � � �... ... 1CA0B� a1a2... 1CA ;dabei werden die Matrixelemente de�niert durjFik = hbijF̂ jbki :In der dazu adjungierten Basis hb1j; hb2j; : : : des bra-Raums gilt entsprehendhj = haj F̂ y ! (�1 �2 : : :) = (a�1 a�2 : : :)0B�F �11 F �21 � � �F �12 F �22 � � �... ... 1CA :Dem adjungierten Operator F̂ y entspriht also die adjungierte Matrix ~F y. Wenn die Deter-minante von ~F und die ihr gleihe von ~F y von Null vershieden sind, l�a�t sih die Abbildungumkehren, und der Operator F̂ hat ein Inverses F̂�1, das durh ~F�1 dargestellt wird.Das ist niht immer der Fall. Bei festem jai und jbi ist durhjyi = hbjxi jaieine lineare Abbildung de�niert, die jedem jxi ein jyi zuordnet, das ein Vielfahes vonjai ist (Projektion auf die Rihtung von jai). Shreibt man diese Beziehung analog zurDe�nition des dyadishen Produkts zweier gew�ohnliher Vektoren alsjyi = jaihbjxi = (jaihbj)jxi ;9



so stellt der Ausdruk in Klammern o�enbar einen Operator dar:jyi = F̂ jxi ; F̂ = jaihbj :In einer gegebenen Basis jbii wird dieses Produkt aus ket- und bra-Vektor dargestellt durhjaihbj =̂ 0B� a1a2... 1CA (b�1 b�2 : : :) = 0B� a1b�1 a1b�2 � � �a2b�1 a2b�2 � � �... ... 1CA ;also, wie zu erwarten, durh eine Matrix. Au�er im Fall eines eindimensionalen Zustands-raumes hat F̂ kein Inverses, und die Determinante dieser Matrix vershwindet. Speziellf�ur b = a bezeihnet man diesen Operator als Projektor:P̂a = jaihaj ;denn seine Anwendung auf einen beliebigen Zustandsvektor jxi f�uhrt zuP̂a jxi = hajxi jai :Die Entwiklung eines ket-Vektors jai in einer Basis jbii l�a�t sih in der folgenden Weiseumshreiben: jai = Xi ai jbii =Xi hbijai jbii =Xi jbiihbijai= (Xi jbiihbij)jai :Da diese Beziehung f�ur beliebige jai gilt, folgtXi jbiihbij = 1̂ :Dabei ist 1̂ der Einheitsoperator. der jeden Zustandsvektor auf sih selbst abbildet. Erwird in jeder Basis durh die Einheitsmatrix ~1 dargestellt. Die obige Beziehung wird alsVollst�andigkeitsrelation (\losure relation") f�ur die Basis der jbii bezeihnet.Durh eine niht-singul�are Transformation Û kann man von der orthonormierten Basis jbiizu einer anderen jaii �ubergehen, also die Darstellung wehseln. Mit Û gegeben durhÛ =Xi jaiihbijerh�alt man die gew�unshte Abbildung:Û jbki =Xi jaiihbijbki =Xi Æikjaii = jaki :Der Operator Û ist unit�ar:Û yÛ =Xi;k jbkihakjaiihbij =Xi jbiihbij = 1̂und wird in einer Basis durh eine unit�are Matrix ~U dargestellt:~U y ~U = ~1 ! ~U y = ~U�1 :10



Bei einer unit�aren Transformation bleibt das Skalarprodukt zweier beliebiger Zustands-vektoren ji und jdi erhalten:j�i = Û ji ; j �di = Û jdi ! h�j �di = hjÛ yÛ jdi = hjdi :Unit�are Transformationen stellen also Drehungen des Hilbert-Raumes dar. Dabei �andernsih die Komponenten von Vektoren und Matrizen. Aus der Darstellung des Zustandsvek-tors ji in den beiden Basissystemen:ji =Xi (a)i jaii =Xk (b)k jbkiergibt sih nah der Ersetzung der jbii durh die jaii durh Vergleih(a)i =Xk U yik (b)k ;oder mit Hilfe der Spaltenvektoren ~(a) und ~(b) geshrieben~(a) = ~U y ~(b) :Auf die gleihe Weise folgt f�ur die Matrix des Operators F̂ die �Ahnlihkeitstransformation(\similarity transformation") ~F (a) = ~U y ~F (b) ~Uund eine entsprehende Beziehung f�ur die Zeilenvektoren als Darstellungen von hj.Die linearen Operatoren bilden ihrerseits einen linearen Vektorraum, denn f�ur Linearkom-binationen gilt (� Â+ � B̂) ji = � Â ji + � B̂ ji ;und es existiert ein Nulloperator 0̂: 0̂ ji = j0i ;der in einer Basis durh die Nullmatrix ~0 dargestellt wird. Zus�atzlih ist aber auh einProdukt von Operatoren de�niert:(ÂB̂) ji = Â(B̂ ji) :Es ist assoziativ: Â(B̂Ĉ) = (ÂB̂)Ĉ ;aber im allgemeinen niht kommutativ:ÂB̂ 6= B̂Â :In einer Basis wird es dargestellt durh das ebenfalls assoziative, aber niht-kommutativeMatrizenprodukt. Bez�uglih ihres Produkts bilden die linearen Operatoren keine Gruppe.Es gibt zwar ein neutrales Element, den Einheitsoperator 1̂, der in einer Basis durh dieEinheitsmatrix ~1 dargestellt wird, aber zu singul�aren Operatoren, bei denen also die Deter-minante der Darstellungsmatrix vershwindet, kein Inverses. Dazu geh�oren insbesondereDie Projektoren P̂a. F�ur sie giltP̂ 2a = P̂aP̂a = jaihajaihaj = jaihaj = P̂a11



und durh Fortsetzung dieser Shlu�weiseP̂ n = P̂ ; n � 1 :Sie sind also idempotent. Weiter ist in einer orthonormierten Basis jbiiP̂bi P̂bk = Æik P̂bi ;ihr Produkt ist also kommutativ.F�ur niht-vertaushbare Operatoren gilt dagegenÂB̂ j i 6= B̂Â j i ! (ÂB̂ � B̂Â)j i 6= j0i :Der Kommutator von zwei Operatoren Â und B̂ ist de�niert durh[Â; B̂℄ = ÂB̂ � B̂Âund vershwindet f�ur vertaushbare Operatoren. Auh bei niht-kommutierenden Opera-toren kann allerdings f�ur spezielle Zustandsvektoren j is gelten:[Â; B̂℄ j is = j0i :Der Kommutator ist bez�uglih beider Argumente distributiv:[Â ; �1 B̂1 + �2 B̂2℄ = �1[Â; B̂1℄ + �2[Â; B̂2℄[�1 Â1 + �2 Â2; B̂℄ = �1[Â1; B̂℄ + �2[Â2; B̂℄ :F�ur Operatoren Â; B̂, die miteinander vertr�aglih Me�prozesse beshreiben, mu� gelten[Â; B̂℄ = 0̂Speziell kommutiert jeder Operator mit Potenzen von sih selbst:[Â; Ân℄ = 0̂und ebenso mit jeder analytishen Funktion von sih selbst:f(Â) =Xk �kÂk ! [Â; f(Â)℄ = 0̂ :Ein wihtiges Beispiel iste{Â = 1̂ + {1! Â1 � 12! Â2 � {3! Â3 + : : : :Eigenwerte und EigenvektorenIn der Regel wird der Zustand eines quantenmehanishen Systems durh einen Me�proze�ver�andert. Ein dabei angezeigter Me�wert l�a�t sih dann niht eindeutig einem bestimm-ten Zustand zuordnen, und eine erneute Messung wird im allgemeinen andere Me�werteergeben. Wenn aber der zustandsvektor jai ein Eigenvektor des Operators Â ist:Â jai = a jai ;ist diese Zuordnung eindeutig, und wiederholte Messungen ergeben stets wieder den Me�-wert a. Indiesem Fall besitzt das System in diesem Zustand die Eigenshaft A.12



Im allgemeinen Fall hat der Operator Â ein Spektrum von abz�ahlbar-unendlih vielen Ei-genwerten a1; a2; : : :. Zum Eigenwert ai k�onnen mehrere linear unabh�angige Eigenvektorenjai1i; jai2i; : : : ; jaigii geh�oren, man nennt ihn dann gi-fah entartet (\degenerate"). Da jedeLinearkombination dieser Eigenvektoren ebenfall ein Eigenvektor zum Eigenwert ai ist:Â (�1 jai1i+ : : :+ �gi jaigii) = ai (�1 jai1i+ : : : + �gi jaigii) ;spannen sie einen gi-dimensionalen Unterraum des Zustandsraums auf. Sie sind niht not-wendig zueinander orthogonal, aus ihnen kann aber mit Hilfe des Shmidt-Verfahrens eineorthonormierte Basis dieses Unterraums gebildet werden.F�ur hermiteshe Operatoren (Â+ = Â) gilt allgemeinhajÂjbi = hbjÂjai� ;daraus folgt f�ur einen normierten Eigenvektor jaiÂ jai = a jai ! a = hajÂjai = hajÂjai� = a� ;die Eigenwerte eines hermiteshen Operators sind also reell. Da die Ergebnisse von Me�-prozessen, die Me�werte, reell sein m�ussen, lautet das2. Postulat:Den Observablen eines quantenmehanishen Systems werden lineare hermite-she Operatoren zugeordnet, die den Zustandsraum auf sih selbst abbilden.F�ur Eigenvektoren hermitesher Operatoren, die zu vershiedenen Eigenwerten ai und akgeh�oren, gilt haijÂjaki = ak haijaki = ai haijaki ! (ai � ak) haijaki = 0 ;Sie sind also zueinander orthogonal. Die Gesamtheit der Eigenzust�ande einer Observa-blen A bildet daher eine Basis des Zustandsraums, die durh Anwendung des Shmidt-Verfahrens in den zu entarteten Eigenwerten geh�orenden Unterr�aumen orthonormiert wer-den kann: haimjakni = ÆikÆmn ; Xi;m jaimihaimj = 1̂ :Mit ihrer Hilfe l�a�t sih der Operator Â, bei Verziht auf die Angabe der Entartung(m =̂ ik), in expliziter Form shreiben. Da die BeziehungÂ jaki = ak jaki = (Xi jaiihaij ai) jakif�ur alle Eigenvektoren jaki und damit f�ur alle Zustandsvektoren gilt, folgt notwendig:Â =Xi ai jaiihaij =Xi jaii ai haij(Spektraldarstellung des Operators Â aus seinen Eigenwerten und seinen Eigenvektoren).Mit den Eigenwerten und Eigenvektoren eines Operators Â sind auh zugleih die eineranalytishen Funktion f(Â) gegeben:f(Â) jaii = Xk �k Âk jaii =Xk �k aki jaii = (Xk �k aki ) jaii= f(ai) jaii : 13



Ihre Eigenvektoren stimmen also mit denen von Â �uberein, ihre Eigenwerte sind die Funk-tionswerte der Eigenwerte von Â.F�ur unit�are Transformationen und ihre Eigenvektoren folgt einerseitshujÛ yÛ jui = huj1̂jui = hujui = 1 ;andererseits durh Anwendung von Û nah rehts, von Û y nah linkshujÛ yÛ jui = uu� hujui = juj2 :Durh Vergleih ergibt sih f�ur die Eigenwertejuj2 = 1 ! u = e{Æmit reellem Æ. Sie sind also unimodulare Zahlen.Zur Bestimmung der Eigenwerte ai und Eigenvektoren jaii eines Operators Â geht manaus von der Darstellung der De�nitionsgleihungÂ jaii = ai jaii ! (Â� ai 1̂) jaii = j0iin einer gegebenen Basis jbii:0B� (A11 � ai) A12 � � �A21 (A22 � ai) � � �... ... 1CA0B� ai;1ai;2... 1CA = 0B� 00... 1CA :Es handelt sih um ein homogenes lineares Gleihungssystem zur Bestimmung der Kompo-nenten ai;k. Eine niht-triviale L�osung (jaii 6= j0i) existiert nur, wenn seine Determinantevershwindet: ������� (A11 � ai) A12 � � �A21 (A22 � ai) � � �... ... ������� = 0 :Das ist eine Bestimmungsgleihung (S�akulargleihung, harakteristishe Gleihung) f�urden Eigenwert ai der Form f(ai) = 0 ;dabei wird f(ai) als harakteristishe Funktion bezeihnet. Falls die Dimension des Zu-standsraums niht endlih ist, handelt es sih bei der S�akulargleihung um eine transzen-dente Gleihung mit im allgemeinen unendlih vielen L�osungen. Bei endliher Dimension ndes Zustandsraums wird daraus ein Polynom n. Grades in ai (harakteristishes Polynom).Nah dem Gau�shen Fundamentalsatz der Algebra gibt es n Wurzeln des Polynoms, dief�ur hermiteshe Operatoren Â zwar alle reell, aber niht notwendig vershieden sind.F�ur jeden Eigenwert ai erh�alt man bei pi-faher Entartung aus dem linearen Gleihungssy-stem pi vershiedene Eigenvektoren jai1i; : : : ; jaipii. Die Eigenvektoren jaimi bilden dannebenfalls eine Basis des Zustandsraums. In ihr ist die Matrix von Â diagonal; auf derHauptdiagonale stehen die Eigenwerte ai, und zwar jeder sooft, wie sein Entartungsgradpi angibt.Ordnet man die Spaltenvektoren ~ai, die jaii in der Basis der jbii darstellen, zu einer Matrix~U an: ~U = 0B� a1;1 a2;1 � � �a1;2 a2;2 � � �... ... 1CA ;14



so ist diese unit�ar und stellt in der Basis jbii die Abbildungjaii = Û jbii(Hauptahsentransformation) dar.F�ur ein gegebenes System bildet die Gesamtheit der Eigenvektoren einer ObservablenÂ eine Basis des Zustandsraumes. Wenn keiner der Eigenwerte ai entartet ist, werdendie Zust�ande jaii durh eine einzige Eigenshaft beshrieben; das System hat also nureinen Freiheitsgrad (s = 1). Ist dagegen der Eigenwert ai gi-fah entartet, so m�ussendie zu ihm geh�origen vershiedenen Eigenvektoren jai1i; : : : ; jaigii sih in mindestens einerweiteren me�baren Eigenshaft, zum Beispiel der mit Â gleihzeitig me�baren ObservablenB̂, untersheiden. Die Zahl der Freiheitsgrade mu� also (s�2) sein.Allgemein gilt in der Basis aus Eigenvektoren von ÂhaimjÂB̂jakni = ai haimjB̂jaknihaimjB̂Âjakni = ak haimjB̂jakni :Falls Â und B̂ kommutieren (ÂB̂ = B̂Â), folgt daraus(ai � ak) haimjB̂jakni = 0und damit das wihtige Lemma (Hilfssatz):Eine Observable B̂, die mit einer Observablen Â kommutiert , hat von Nullvershiedene Matrixelemente nur zwishen solhen Eigenzust�anden von Â, diezum gleihen Eigenwert geh�oren.In einer Basis, die von den Eigenvektoren jaiki vom Â gebildet wird, hat die Matrix, dieB̂ darstellt, daher die Gestalt ~B = 0BBB� ~B(1) ~0 ~0 : : :~0 ~B(2) ~0 : : :~0 ~0 ~B(3) : : :: : : : : : : : : : : :1CCCA :B̂ bildet also den zu ai geh�orenden Unterraum auf sih selbst ab:B̂ jaimi =Xn �in jainiund wird darin durh die (hermiteshe) Matrix ~B(i) dargestellt. Diese kann durh einenunit�are Transformation der Basis jaimi diagonalisiert werden; dabei erh�alt man die Eigen-werte bk und eine neue Basis des Unterraumes, die aus gemeinsamen Eigenvektoren vonÂ und B̂ besteht: jaibki =Xm �imjaimi ;f�ur deren Mitglieder also giltÂ jaibki = ai jaibki ; B̂ jaibki = bk jaibki :F�uhrt man dieses Verfahren f�ur alle ai durh, so ergibt sih eine Basis des gesamten Zu-standsraumes aus gemeinsamen Eigenvektoren von Â und B̂, die durh Paare von Eigen-werten (ai; bk) gekennzeihnet sind. Die urspr�unglihe Entartung wird dadurh, zumindest15



bei Systemen mit zwei Freiheitsgraden, aufgehoben. F�ur Systeme mit mehr als zwei Frei-heitsgraden bleibt sie teilweise bestehen und erfordert auf die gleihe Weise die Einf�uhrungweiterer Observablen Ĉ; D̂; : : :.Im allgemeinen Fall eines Systems mit s Freiheitsgraden kommt man so zu einem Satzvon mindestens s unabh�angigen Observablen Q̂1; Q̂2; : : : Q̂s mit [Q̂i; Q̂k℄ = 0̂, deren ge-meinsame Eigenvektoren jq1;iq2;j : : : qs;mi eine Basis des Zustandsraums bilden, wobei zujedem n-tupel (q1;iq2;j : : : qs;m ) nur ein Eigenzustand geh�ort. Er wird als vollst�andigerSatz kommutierender Observablen (\omplete set of ommuting observables", C.S.C.O.)bezeihnet. Die Auswahl eines bestimmten C.S.C.O. bedeutet zugleih die einer bestimm-ten Basis und damit die einer bestimmten Darstellung.Der Medienphilosoph Paul Virilio, ein prominenter Vertreter der Postmoderne, h�alt die De-�nition des C.S.C.O. f�ur eine wesentlihe Aussage der Relativit�atstheorie (!) und kommt zuerstaunlihen Erkenntnissen:"Bez�uglih der Logik der Partikel bemerkte ein Physiker: `Eine Darstellung ist bestimmtdurh eine vollst�andige Einheit me�barer, kommutierender Gr�o�en.' [G.Cohen-Tannoudjiund M.Spiro, La mati�ere-espae-temps, Paris 1986.℄ Die makroskopishe Logik der Tehnikender ECHTZEIT dieser pl�otzlihen `teletopishen Kommunikation', die das bisher durh unddurh `topishe' Wesen der menshlihen Stadt erg�anzt und vollendet, l�a�t sih niht besserbeshreiben.\ (P.Virilio, La vitesse de lib�eration, Paris 1995.)) Me�prozesseWenn ein System in einem gegebenen Zustand ji die Eigenshaft A besitzt, dieser alsoeiner der Eigenzust�ande jaii des Operators Â ist, wird er durh einen Me�proze� nihtver�andert, und der Eigenwert ai ist der Me�wert. Handelt es sih dagegen niht um einenEigenzustand, so sind in seiner Entwiklung nah den Eigenzust�anden von Â:ji =Xi i jaii =Xi haiji jaiimindestens zwei der i zu vershiedenen Eigenwerten ai von Null vershieden. Das Resultatdes Me�prozesses wird dann durh die folgenden drei Postulate beshrieben:3. Postulat:Die einzig m�oglihen Me�ergebnisse einer Observablen A sind die Eigenwertedes zugeh�origen Operators Â.4. Postulat:Bei der Messung von Â im Zustand ji ist die Wahrsheinlihkeit, den Eigen-wert ai zu erhalten, pi = jhaijij2.5. Postulat:Wenn die Messung von A den Wert ai ergeben hat, ist der Zustand des Systemsunmittelbar nah der Messung der Eigenzustand jaii.Durh den Me�proze� wird also der Ausgangszustand  zerst�ort ("Kollaps der Wellen-funktion\) und es entsteht einer darin enthaltenen Eigenzust�ande ai ("Filterung\). Die-ser Endzustand ist aber durh den Ausgangszustand niht determiniert, sondern nur dieWahrsheinlihkeit pi seines Auftretens ("statistishe Kausalit�at\). Bei der Wiederholung16



der Messung an einer Vielzahl von Systemen, die sih im gleihen Zustand  be�nden(Ensemble), ist der MittelwerthAi = Xi pi ai =Xi ai jhaijij2 =Xi ai hjaiihaiji= hj(Xi jaii ai haij)ji = hjÂjiund wird als Erwartungswert (\expetation value") bezeihnet. Falls  dagegen ein Eigen-zustand ai ist, ergibt sih erwartungsgem�a�hAi = haijÂjaii = ai :Die Nihtdeterminiertheit des Me�ergebnisses und der Einu� der Beobahtung aufden Zustand des Systems untersheiden die Quantenmehanik tiefgreifend von derklassishen Physik und haben zu teilweise gewagten metaphysikalish-philosophishenInterpretationen ("Shr�odingers Katze') gef�uhrt.d) Shr�odinger-GleihungAu�erhalb von Me�prozessen kommt es, wie in der klassishen Physik, zu einer zeitlihenEntwiklung des Systemzustandes durh Wehselwirkungen im System selbst und mit sei-ner Umgebung. Nah dem Kausalit�atsprinzip legt der Zustand des Systems zum Zeitpunktt0 den zum sp�ateren Zeitpunkt t eindeutig fest, es gilt also:j	(t)i = Û(t; t0) j	(t0)i :Wegen des Superpositionsprinzips ist Û ein linearer Operator und au�erdem unit�ar, dadie Normierung des Zustands erhalten bleiben mu�. Er wird als Entwiklungsoperatorbezeihnet und hat die folgenden Eigenshaften:Û(t2; t0) = Û(t2; t1) Û (t1; t0)Û(t0; t0) = 1̂Û(t1; t2) = Û�1(t2; t1) :Aus der obigen Gleihung folgt durh Ableitung nah tddt j	(t)i = ddt Û(t; t0) j	(t0)i = ddt Û(t; t0) Û y(t; t0) j	(t)iDas letzte Operatorprodukt ist aber unabh�angig von t0:ddt Û(t; t0) Û y(t; t0) = lim�t!0 Û(t+�t; t0)� Û(t; t0)�t Û y(t; t0)= lim�t!0 Û(t+�t; t)� Û(t; t)�t = � {�h Ĥ(t) :Der Operator Ĥ ist hermitesh, denn einerseits giltĤ = {�h ddt Û Û y ! Ĥy = � {�h Û ddt Û y ;andererseit folgt aus Û Û y = 1̂: ddt Û Û y + Û ddt Û y = 0̂ :17



Damit ergibt sih die f�ur die zeitlihe Entwiklung von j	(t)i die (zeitabh�angige) Shr�odin-gergleihung {�h ddt j	(t)i = Ĥ(t) j	(t0)iund daraus f�ur den Zeitentwiklungsoperator{�h ��t Û(t; t0) = Ĥ(t) Û (t; t0) :Falls Ĥ niht explizit von der Zeit t abh�angt, l�a�t sih die letzte Gleihung direkt inte-grieren: Û(t; t0) = e� {�h Ĥ (t�t0) :Die physikalishe Bedeutung der Observablen H ergibt sih durh Vergleih mit der klas-sishen Mehanik, in die die Quantenmehanik bei makroskopishen Systemen �ubergeht(Korrespondenzprinzip). Der Zeitentwiklungsoperator Û(t2; t1) bewirkt eine Translationum t2 � t1 in der Zeitskala, er �uberf�uhrt den Zustand zum Zeitpunkt t1 in den Zustandzum Zeitpunkt t2. Das gleihe leistet in der klassishen Mehanik eine in�nitesimale ka-nonishe Transformation mit der Hamilton-Funktion H als Erzeugender. Falls H nihtexplizit von der Zeit abh�angt, stellt es die Gesamtenergie dar. In der Quantenmehanikgeh�ort entsprehend der Operator Ĥ zur Observablen Gesamtenergie.Bei der zeitlihen Entwiklung des Systems �andern sih mit seinem Zustand 	 auh diezugeh�origen ErwartungswertehAi einer Observablen A:ddt hAi = ddth	jÂj	i = � ddt h	j�Âj	i+ h	j�Â�t j	i+ h	jÂ� ddt j	i� :F�ur die �Anderung des Zustandes folgt aus der Shr�odinger-Gleihungddt j	i = � {�h Ĥ j	i ! ddt h	j = + {�h h	j Ĥ :Damit erh�alt man durh Einsetzenddt hAi = {�h h	jĤÂj	i+ h	j�Â�t j	i � {�h h	jÂĤj	i= {�h h	j[Ĥ; Â℄j	i+ h	j�Â�t j	i :Dieses Ergebnis entspriht v�ollig dem in der klassishen Mehanik, wenn man Erwartungs-und Me�wert identi�ziert: dAdt = [H;A℄PB + �A�t :Zwishen Kommutatoren und Poisson-Klammern besteht dabei die Entsprehung[Â; B̂℄ =̂ {�h [A;B℄PB :Sie gestattet es, viele Ergebnisse der klassishen Mehanik direkt in die Quantenmehanikzu �ubertragen.Klassish kann man ein System beshreiben durh einen Satz von generalisierten Koordi-naten Q1; : : : ; Qs mit [Qi; Qk℄PB = 0 :18



Quantenmehanish entspriht ihm ein C.S.C.O. von Q̂1; : : : ; Q̂s mit[Q̂i; Q̂k℄ = 0̂ :Die zu den Qi kanonish-konjugierten generalisierten Impulse Pi k�onnen ebenfalls zur Be-shreibung des Systems verwendet werden, da die Rollen von Koordinaten- und Impulsva-riablen vertaushbar sind. Entsprehen stellt in der Quantenmehanik der zugeh�orige Satzvon Observablen P̂1; : : : ; P̂s ebenfalls einen C.S.C.O. mit[P̂i; P̂k℄ = 0̂ :dar. Zwishen den kanonish-konjugierten Variablens�atzen bestehen die Beziehungen[Qi; Pk℄PB = Æik ;denen in der Quantenmehanik die Kommutator-Relation[Q̂i; P̂k℄ = {�h Æik 1̂(Heisenbergshe Vertaushungsregel) entspriht. Zwei kanonish-konjugierte Observablesind also nie gleihzeitig sharf me�bar (Vergleih: "Wetterh�aushen\). De�niert man f�urzwei beliebige Observable Â und B̂ den Operator Ĉ durh[Â; B̂℄ = { Ĉ ;so ist Ĉ hermitesh und nimmt f�ur kanonish-konjugierte Â; B̂ den Wert �h 1̂ an.Auh wenn der Zustand 	 f�ur die Observablen A und B kein Eigenzustand ist, sind ihreErwartungswerte als Mittelwerte �uber ein Ensemble wohlde�niert:hAi = h	jÂj	i ; hBi = h	jB̂j	iund ebenso die Shwankungen �A und �B:(�A)2 = h	j(Â� hAi)2j	i = h(ÆA)2i(�B)2 = h	j(B̂ � hBi)2j	i = h(ÆA)2i ;dabei sind die Operatoren ÆÂ und ÆB̂ de�niert durhÆÂ = Â� hAi ; ÆB̂ = B̂ � hBi :F�ur Observablen A und B sind Â und B̂ hermitesh und somit hAi und hBi reell. Dahersind ÆÂ und ÆB̂ gleihfalls hermitesh:ÆÂy = ÆÂ ; ÆB̂y = ÆB̂ ;und f�ur ihren Kommutator ergibt sih[ÆÂ; ÆB̂℄ = [Â; B̂℄ = { Ĉ :F�ur zwei beliebige (niht-normierte) Elemente jfi und jgi des Zustandsraumes gilt dieShwarzshe Ungleihung hf jfihgjgi � jhf jgij219



Diese Ungleihung gilt in jedem linearen Vektorraum mit positiv-de�niter Metrik. Zerlegtman jfi in einen zu jgi parallelen und orthogonalen Anteil:jfi = � jgi+ � jhi ; hgjhi = 0 ; hhjhi = 1 ;so folgt daraus f�ur die KoeÆzienten � und �� = hgjfihgjgi ; � = hhjfiund damit als Normquadrat von jfihf jfi = hgjfihf jgihgjgi + hhjfihf jhi :Wegen hhjfihf jhi = jhhjfij2 � 0 ergibt sih daraus die Behauptung.Die Anwendung auf jfi = ÆÂj	i und jgi = ÆB̂j	i f�uhrt zuh	jÆÂy ÆÂj	ih	jÆB̂y ÆB̂j	i � jh	jÆÂy ÆB̂j	ij2 ! (�A)2(�B)2 � jhÆA ÆBij2 :Mit Hilfe der Zerlegung (F̂ und Ĉ sind hermitesh)ÆÂ ÆB̂ = 12(ÆÂ ÆB̂ + ÆB̂ ÆÂ) + 12(ÆÂ ÆB̂ � ÆB̂ ÆÂ) = 12 F̂ + {2 Ĉfolgt daraus die Absh�atzung(�A)2(�B)2 � 14 hF i2 + 14 hCi2 � 14 hCi2! �A�B � 12 jhCij :Falls die Observablen A und B kanonish-konjugiert sind (A =̂Q;B =̂P ), ergibt sih dar-aus die Heisenbergshe Unsh�arferelation�Q�P � �h2 :Wegen der Kleinheit von �h ist diese Unsh�arfe f�ur makroskopishe Systeme vershwindendklein.
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KAPITEL 2 : ORTSDARSTELLUNG UND WELLENFUNKTIONENDie konkrete Gestalt der Observablen l�a�t sih nur f�ur ein bekanntes System angeben,ebenso wie in der klassishen Mehanik die Lagrange-Funktion. F�ur quantenmehanisheSysteme kann man dabei h�au�g, wie bei der Shr�odinger-Gleihung und den Kommuta-toren, die Analogie zu einem makroskopishen System benutzen, doh gibt es auh Ob-servablen, zum Beispiel den Spin eines Teilhens, die kein Gegenst�uk in der klassishenMehanik haben und daher ein anderes Vorgehen erfordern.Makroskopishe Systeme lassen sih aus Massenpunkten aufbauen, deshalb wird hierzun�ahst ein System betrahtet, das das quantenmehanishe Analogon eines Massen-punktes ist, der sih in einem Potentialfeld bewegt. Es hat drei Freiheitsgrade (s = 3),und eine fundamentale Observable ist der Ortsvektor r . Wegen der Isotropie des Raumesbeshr�anken wir uns zun�ahst auf den Sonderfall einer eindimensionalen Bewegung(s = 1), die Erweiterung auf drei Dimensionen bereitet keine besonderen Shwierigkeiten.a) Zust�andeDer x-Koordinate eines Massenpunktes sei der Operator X̂ mit den Eigenwerten x0 undden Eigenvektoren jx0i zugeordnet. Sie sind de�niert durhX̂ jx0i = x0 jx0i :Wegen der Homogenit�at des Raumes sind alle Me�werte �1 � x0 � +1 gleihwertig.Das Eigenwertspektrum ist also niht mehr abz�ahlbar, sondern bildet ein Kontinuum. Dasgleihe gilt dann auh f�ur die Eigenvektoren, diese bilden also niht mehr die Basis ei-nes Hilbert-Raumes. In Wirklihkeit ist aber die Genauigkeit physikalisher Messungengrunds�atzlih beshr�ankt. Es existiert also eine untere Grenze f�ur den Me�fehler, undin dieser Hinsiht ist ein Kontinuum von Me�werten von einem sehr engen Raster un-untersheidbar. Wir gehen daher zun�ahst von einer abz�ahlbar-unendlihen Menge vonEigenwerten xk von X̂ aus, die wieder wegen Homogenit�at des Raumes �aquidistant seinm�ussen: xk = k� ; k = 0;�1;�2; : : : ;und vollziehen dann den Grenz�ubergang �! 0.F�ur das diskrete Eigenwertspektrum von X̂, das wegen s = 1 notwendig niht-entartet ist,bilden die zugeh�origen Eigenvektoren jxki eine orthonormierte Basis:hxijxki = Æik ;in der sih beliebige Zust�ande jai durh ihre Komponenten ak darstellen lassen:jai =Xk ak jxki =Xk hxkjai jxki(Ortsdarstellung). Speziell gilt f�ur einen Orts-Eigenzustand jxii selbstjxii =Xk Æik jxki :Bei einer Verfeinerung des Rasters um einen Faktor N auf �xn = n �� mit �� = �=N wirdak jxki � N(k+1)Xn=Nk �an j�xni :21



Daraus folgt ak=� � �an= ��, dieses Verh�altnis ist also unabh�angig von N . Spaltet mandaher von ak einen Faktor � ab: ak = 	a(xk)� ;so gilt das auh f�ur 	a(xk). Man kann dann shreibenjai = +1Xk=�1	a(xk) jxki�und den Grenz�ubergang �! 0 zum Kontinuum vollziehen:jai = +1Z�1 	a(x) jxi dx :Statt der Komponenten ak = hxkjai erh�alt man auf diese Weise eine Komponentendihte	a(x) = hxjai, die Wellenfunktion, die statt vom Index k beziehungsweise von xk von derkontinuierlihen Variablen x abh�angt.Speziell f�ur einen Basisvektor jx0i gilt deshalb einerseitsjx0i = +1Z�1 	x0(x) jxi dx ;andererseits ist aber wegen der De�nition der Æ-Funktion (siehe unten)jx0i = +1Z�1 Æ(x� x0) jxi dx :Durh Vergleih folgt 	x0(x) = Æ(x� x0) :Die Dirashe Æ-Funktion ist keine Funktion im �ublihen Sinne, sondern eine Distribution.Letztlih stellt sie eine Kurzshreibweise f�ur einen Grenzwertproze� dar, bei dem eineIntegration und ein Grenz�ubergang vertausht werden. Sie l�a�t sih formal darstellen als"Ableitung\ der Heaviside-Funktion (Einheitssprung) �(x):Æ(x) = d�(x)dx ; �(x) = ( 1 : x � 00 : x < 0Daraus folgt unmittelbar durh partielle Integration+1Z�1 f(x) Æ(x � x0) dx = f(x0) :Sie hat die folgenden einfahen Eigenshaften:1) Æ(�x) = Æ(x) (gerade Funktion)2) Æ(ax) = Æ(x)=jaj3) x Æ(x) = 04) f(x) Æ(x� x0) = f(x0) Æ(x � x0) 22



und l�a�t sih auf mannigfahe Weise als Grenzwert einer Funktionenfolge darstellen, zumBeispiel durh Æ(x) = lim�!0 1� sin(x=�)x :H�au�g benutzt wird auh die BeziehungÆ(k) = 12� +1Z�1 e{kx dx :In der Ortsdarstellung folgt ausjai = +1Z�1 hxjai jxi dx = n +1Z�1 jxihxj dxo jaidie Vollst�angigkeitsrelation +1Z�1 jxihxj dx = 1̂ :Wegen hxjai = hajxi� ergibt sih f�ur die Darstellung eines bra-Vektorshaj = +1Z�1 	�a(x) hxj dxund deshalb f�ur das Skalarprodukt zweier beliebiger Zustandsvektorenhajbi = haj +1Z�1 	b(x) jxi dx = +1Z�1 	b(x) hajxi dx= +1Z�1 	�a(x)	b(x) dxInsbesondere gilt f�ur zwei Basisvektoren jxi und j�xihxj�xi = Æ(x� �x)und f�ur das Normquadrat eines Zustandsvektorshajai = +1Z�1 j	a(x)j2 dx = 1 :Daraus l�a�t sih die physikalishe Bedeutung der Wellenfunktion 	a(x) entnehmen: DieWahrsheinlihkeit, bei einer Ortsmessung das Teilhen im Intervall zwishen x und x +dx anzutre�en (Aufenthaltwahrsheinlihkeit bei x) ist j	a(x)j2 dx. Diese Deutung istallerdings nur m�oglih, wenn das Normquadrat endlih ist, was f�ur Orts-Eigenvektorengerade niht gilt.
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b) ObservablenIn der diskreten Basis der jxki wird ein Operator F̂ durh eine Matrix ~F mit den ElementenFik = hxijF̂ jxkidargestellt. F�ur die Abbildung jbi = F̂ jaigilt in dieser Basis bi = hxijbi = hbijF̂ jai = hxijF̂ nXk jxkihxkjojai= Xk hxijF̂ jxki hxkjai =Xk Fik ak :Beim �Ubergang zur kontinuierlihen Basis jxi wird aus dem Matrixelement mit zwei dis-kreten Indizes i und k eine Funktion von zwei kontinuierlihen Variablen x und �x:hxijF̂ jxki = Fik ! hxjF̂ j�xi = F (x; �x) ;und die Abbildungsgleihung geht �uber in	b(x) = +1Z�1 F (x; �x)	a(�x) d�x :Die rehte Seite stellt die Wirkung eines linearen Integraloperators mit dem Kern F (x; �x)auf die Wellenfunktion 	a(x) dar und kann durh die Wirkung eines linearen Operatorsf̂ ersetzt werden: 	b(x) = f̂ 	a(x) :F�ur normierbare Zust�ande jai; jbi sind die entsprehenden Wellenfunktionen 	a(x);	b(x)Elemente des Hilbertraumes L2 der quadratintegrablen Funktionen, und in diesem wirktf̂ als Bild von F̂ . Allgemein giltĈ = � Â+ � B̂ ! ̂ = � â+ � b̂Ĉ = Â B̂ ! ̂ = â b̂ :Die Metrik von L2 wird gegeben durh das Skalarprodukt(	a(x);	b(x)) = +1Z�1 	�a(x)	b(x) dx :Damit ergibt sih f�ur das Matrixelement eine Operators F̂ , ausgedr�ukt durh sein Bild f̂in L2 hajF̂ jbi = haj(F̂ jbi) = +1Z�1 	�a(x) [f̂ 	b(x)℄ dx:Der hermitesh-adjungierte Operator f̂ y als Bild von F̂ y ist de�niert durhhajF̂ jbi = hbjF̂ yjai� = n +1Z�1 	�b(x) [f̂ y	a(x)℄ dxo� = +1Z�1 [f̂ y	a(x)℄�	b(x) dx :24



Der adjungierte Operator f̂ y wird also de�niert �uber eine Integralbeziehung, die f�ur be-liebige (quadratintegrable) Funktionen 	a(x) und 	b(x) gilt. F�ur die Hermitezit�at einesOperators f̂ folgt damit die Bedingung+1Z�1 	�a(x) [f̂ 	b(x)℄ dx = +1Z�1 [f̂ 	a(x)℄�	b(x) dx :Ein Vorteil des Rehnens mit dem Operator f̂ im Raum der Wellenfunktionen liegt darin,da� die kontinuierlihe Basis jxi niht mehr explizit auftritt und daher keine Konvergenz-probleme entstehen.Aus der Eigenwertgleihung des Ortsoperators X̂X̂ jx0i = x0 jx0iwird mit seinem Bild x̂ im Wellenfunktionsraumx̂ Æ(x� x0) = x0 Æ(x � x0) ;oder mit der Eigenshaft 4 der Æ-Funktionx̂ Æ(x � x0) = x Æ(x� x0) :Die Wirkung von x̂ auf eine Orts-Eigenfunktion besteht also in einer Multiplikation mit x(Multiplizieroperator). F�ur einen beliebigen Zustandjai = +1Z�1 	a(�x) j�xi d�x :folgt daraus jbi = X̂ jai = +1Z�1 	a(�x) x̂ j�xi d�x = +1Z�1 �x	a(�x) j�xi d�x :Daraus wird durh Erweiterung mit hxj von linkshxjbi = +1Z�1 �x	a(�x) hxj�xi d�x = +1Z�1 �x	a(�x) Æ(x � �x) d�xund mit der Einf�uhrung der Wellenfunktion 	b(x) = hxjbi	b(x) = x̂	a(x) = x	a(x) :Der potentiellen Energie V (x) in der klassishen Mehanik entspriht in der Quantenme-hanik der Operator V (X̂) mit seinem Bild V (x̂) im Wellenfunktionsraum. Dieser hat diegleihen Eigenfunktionen Æ(x� x0) wie x̂, seine Eigenwerte sind V (x0):V (x̂) Æ(x� x0) = V (x0) Æ(x � x0) = V (x) Æ(x � x0) :Es handelt sih also ebenfalls um einen Multiplizieroperator, f�ur beliebige Wellenfunktio-nen 	(x) folgt auf die gleihe Weise wie obenV (x̂)	(x) = V (x)	(x) :25



F�ur das betrahtete System mit s = 1 stellt x̂ einen C.S.C.O. dar. Der zu x̂ kanonish-konjugierte Operator p̂ gen�ugt der Heisenbergshe Vertaushungsregel[x̂; p̂℄ = {�h 1̂ :Durh diese Beziehung ist er aber { wie in der klassishen Mehanik { niht eindeutigbestimmt, denn es gilt [x̂; �̂p℄ = [x̂; p̂+ f(x̂)℄ = [x̂; p̂℄ ;umgekehrt untersheiden sih zwei solhe Operatoren p̂ und �̂p nur um eine Funktion f(x̂).Da der Operator �̂p = � {�h ddxdie Vertaushungsregel erf�ullt, gilt alsop̂ = � {�h ddx + f(x̂) :�̂p ist ein hermitesher Operator, denn+1Z�1 	�a(x) �̂p	b(x) dx = +1Z�1 	�a(x) (�{�h) ddx 	b(x)℄ dx= � {�hh	a(x)�	b(x)���+1�1 � +1Z�1 	b(x) (�{�h) ddx 	�a(x) dxi :F�ur normierbare 	a(x);	b(x) vershwindet der erste Summand, der zweite l�a�t sih shrei-ben als +1Z�1 [ {�h ddx 	�a(x)℄	b(x) dx = +1Z�1 [(�{�h) ddx 	a(x)℄�	b(x) dx ;wodurh die obige Bedingung erf�ullt ist. Damit ist auh p̂ = �̂p+ f(x̂) hermitesh:p̂y = [�̂p+ f(x̂)℄y = �̂py + f(x̂)y = �̂p+ f(x̂) = p̂ :Beide Operatoren entsprehen also Observablen, und ihre Eigenzust�ande bilden jeweils ei-ne Basis des Zustandsraumes. Man kann aber zeigen, da� die Basisvektoren dieser beidenBasissysteme sih nur um Phasenfaktoren untersheiden, was auf Erwartungs- und Me�-werte ohne Einu� ist. Ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit kann man deshalb setzenp̂ = � {�h ddx :Im Raum der Wellenfunktionen ist der Impulsoperator also ein Di�erentialoperator. SeineEigenwertgleihung � {�h ddx 	p0(x) = p0	p0(x)ist daher eine lineare gew�ohnlihe Di�erentialgleihung 1. Ordnung in x. Ihr allgemeinesIntegral lautet 	p0(x) = Ae {�h p0 x26



mit der Integrationskonstanten A. O�ensihtlih ist jede reelle Zahl �1 < p0 < +1ein Eigenwert von p̂, diese bilden also, wie die von x̂, ein Kontinuum. Die zugeh�origenEigenzust�ande sind ebenfalls niht-normierbar:hp0jp0i = jAj2 +1Z�1 dx ! 1 (f�ur A 6= 0) :Man kann sie aber, analog zu denen von x̂, festlegen durh die Forderunghpjp0i = Æ(p� p0) :Der Wellenvektor k ist de�niert durh p = �h k. Wegen der Eigenshaft der Æ-Funktion(siehe oben) +1Z�1 e{kx dx = 2� Æ(k)ergibt sih dann als NormierungskonstanteA = (2��h)�1=2 :Die Impuls-Eigenfunktionen haben also die Gestalt	p(x) = hxjpi = (2��h)�1=2 e {�h pxund bilden ein Kontinuum von Basisvektoren. In der zugeh�origen Impulsdarstellung wirein Zustand jai dargestellt durh�a(p) = hpjai = hpjn +1Z�1 jxihxj dxojai = +1Z�1 hpjxi hxjai dx= (2��h)�1=2 +1Z�1 e� {�hxp	a(x) dx :Einen solhen Zusammenhang zwishen zwei Funktionen 	a(x) und �a(p) nennt maneine Integraltransformation, hier speziell eine Fourier-Transformation. Sie l�a�t sih auhumkehren: 	a(x) = hxjai = hxjn +1Z�1 jpihpj dpojai = +1Z�1 hxjpi hpjai dp= (2��h)�1=2 +1Z�1 e� {�hpx�a(p) dp :	a(x) und �(p) bilden ein Fourier-Paar.In der klassishen Mehanik l�a�t sih jede dynamishe Gr�o�e F durh die dynamishenVariablen x und p als f(x; p) ausdr�uken. F�ur ihr quantenmehanishes Gegenst�uk, dieObservable F̂ , wird dann im Raum der Wellenfunktionen dargestellt durh f(x̂; p̂), wobeiallerdings wegen der Vertaushungsregel die Hermitezit�at dieses Ausdruks niht gew�ahr-leistet ist. Im allgemeinen Fall mu� man daher zuordnenf(x; p) ! 12 [f(x̂; p̂) + f(x̂; p̂)y℄ :27



Auf diese Weise ergibt sih f�ur den Operator der kinetishen EnergieT̂ = 12m P̂ 2 :Er hat also die gleihen Eigenvektoren jp0i wie P̂ selbst, aber die Eigenwerte p20=2m. Inder Ortsdarstellung ist sein Bild im WellenfunktionsraumT̂ = 12m p̂2 = 12m (� {�h ddx )2 = � �h22m d2dx2 ;also ein Di�erentialoperator 2. Ordnung. Seine Eigenfunktionen ergeben sih daher ausder Di�erentialgleihung � �h22m d2	dx2 = 12m p20	mit dem allgemeinen Integral	(x) = Ae+ {�h p0 x +B e� {�h p0 x :Seine Eigenwerte p20=2m = �h2k20=2m bilden wieder ein Kontinuum, sind aber im Gegensatzzu denen von p̂ entartet, da die Zustandsvektoren j+p0i und j�p0i zum gleihen Eigenwertgeh�oren.Mit dem Operator V (x̂) der potentiellen Energie wird der der Gesamtenergie entsprehen-de Hamiltonoperator Ĥ im Wellenfunktionsraum dargestellt durhĤ = T̂ + V̂ = � �h22m d2dx2 + V (x̂) :Falls die potentielle Energie niht konstant ist, gilt[T̂ ; V̂ ℄ 6= 0̂ ! [Ĥ; T̂ ℄ 6= 0̂ ; [Ĥ; V̂ ℄ 6= 0̂ :Zust�ande mit wohlde�nierter Gesamtenergie haben in diesem Fall also weder eine kinetishenoh eine potentielle Energie!In der Impulsdarstellung ist p̂ ein Multiplizieroperator, f�ur x̂ giltx̂ = + {�h ddp :Damit nimmt der Hamiltonoperator die GestaltĤ = 12m p2 + V ({�h ddp)an. Die beiden Darstellungen von Ĥ sind unsymmetrish, da T̂ stets eine quadratisheFunktion von p̂ ist, w�ahrend V̂ eine beliebige Funktion von x̂ sein kann. In der Im-pulsdarstellung ist die Eigenwertgleihung von Ĥ daher im allgemeinen (Ausnahmefall:harmonisher Oszillator) keine Di�erentialgleihung 2. Ordnung mehr. Das shr�ankt ihreAnwendbarkeit stark ein, sie wird deshalb hier niht weiter benutzt.Die Eigenwerte von Ĥ h�angen wesentlih von der potentiellen Energie V (x) ab. Im Ge-gensatz zu X̂ und P̂ hat Ĥ in vielen F�allen diskrete Eigenwerte En. Seine Eigenzust�andejEni sind dann normierbar und bilden die Basis eines Hilbert-Raumes.28



) Shr�odinger-GleihungIm Raum der Wellenfunktionen wird ein Zustand durh seineWellenfunktion 	 dargestellt.Da er sih in der Regel mit der Zeit �andert, h�angt 	 sowohl von x als auh von t ab. DieShr�odinger-Gleihung nimmt die Form{�h �	(x; t)�t = Ĥ 	(x; t)an, dabei ist Ĥ das Bild des Hamiltonoperators in diesem Raum. Es handelt sih also umeine lineare partielle Di�erentialgleihung. Als Folge des Kausalit�atsprinzips ist sie von 1.Ordnung in t. Aus 	(x; t0) folgt daher 	(x; t) f�ur beliebige t mit Hilfe des Zeitentwik-lungsoperators: 	(x; t) = e� {�h Ĥ(t�t0)	(x; t0) :Gleihzeitig ist die Shr�odinger-Gleihung von 2. Ordnung in x. Wenn die potentielle Ener-gie explizit von der Zeit abh�angt, gilt das gleihe auh f�ur den HamiltonoperatorĤ = � �h22m �2�x2 + V (x; t)Wie in der klassishen Mehanik gibt es dann kein allgemeines L�osungsverfahren. Fallsdagegen V nur eine Funktion von x ist, kann man den Separationsansatz	(x; t) = f(t) (x)mahen, und die Shr�odinger-Gleihung nimmt die Gestalt{�h dfdt  = f Ĥ  an. Durh Division mit 	 entsteht die Gleihung{�h 1f dfdt = 1 Ĥ  :Hier h�angt die linke Seite nur von t, die rehte nur von x ab, beide m�ussen also derselbenKonstanten E gleih sein. Daraus folgt einerseits der zeitabh�angige Faktorf(t) = e� {�h E t ;andererseits die zeitunabh�angige Shr�odinger-GleihungĤ  (x) = E  (x) :Eine L�osung der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihung wird daher gegeben durh	(x; t) = e� {�h E t  (x) :Sie erf�ullt gleihzeitig die zeitunabh�angige Shr�odinger-GleihungĤ 	(x; t) = E	(x; t) ;stellt also einen Zustand mit wohlde�nierter Energie dar. Da ihre Zeitabh�angigkeit nurdurh einen unimodularen Phasenfaktor gegeben wird, ist der zugeh�orige Zustand au-�erdem station�ar, denn f�ur den Erwartungswert eines beliebigen Operators f̂ , der nihtexplizit von der Zeit abh�angt, gilthfi = +1Z�1 	�(x; t) f̂ 	(x; t) dx = +1Z�1  �(x) f̂  (x) dx ;29



er �andert sih also niht mit der Zeit: ddt hfi = 0 :F�ur niht-station�are Zust�ande und explizit von der Zeit anh�angige Operatoren f̂ ist dage-gen ddt h	(x; t)jf̂(t)j	(x; t)i = ��t +1Z�1 	�(x; t) f̂ 	(x; t) dx= +1Z�1 �	��t f̂ 	 dx+ +1Z�1 	� �f̂�t 	 dx+ +1Z�1 	� f̂ �	�t dx :Die �Anderung von 	 mit der Zeit wird durh die zeitabh�angige Shr�odinger-Gleihunggegeben: �	�t = � {�h Ĥ 	 ! �	��t = + {�h Ĥ 	� :Durh Einsetzen folgt die "Bewegungsgleihung\ des Erwartungswerts:ddt hfi = +1Z�1 	� {�h [Ĥ; f̂ ℄ 	 dx+ +1Z�1 	� �f̂�t 	 dx= h � {�h [f̂ ; Ĥ℄i+ h�f�t i :Sie entspriht v�ollig der Gleihung f�ur die �Anderung einer dynamishen Gr�o�e f in derklassishen Mehanik: dfdt = [f;H℄PB + �f�t ;wenn man die Entsprehung von Poisson-Klammern und Kommutatoren ber�uksihtigt.Im Sonderfall [f;H℄PB = �f�t = 0�andert sih f niht mit der Zeit: dfdt = 0und wird als Erhaltungsgr�o�e (\onserved quantity") bezeihnet. Entsprehend bleibt inder Quantenmehanik f�ur [f̂ ; Ĥ ℄PB = �f̂�t = 0̂der Erwartungswert von f erhalten.Die Operatoren P̂ und X̂ h�angen niht explizit von der Zeit ab. Es gilt daherddt P̂ = h � {�h [P̂ ; Ĥ ℄i :Daraus wird in der Ortsdarstellung wegen[p̂; Ĥ ℄ = [� {�h ddx;� d2dx2 + V (x)℄ = � {�h �V�x30



die Bewegungsgleihung f�ur den Erwartungswert des Impulsesddt hpi = +1Z�1 	�(x; t) (� �V�x )	(x; t) dx = h � �V�x i :Entsprehend ergibt sih wegen [x̂; Ĥ ℄ = + �h2m ddxals Bewegungsgleihung f�ur den Erwartungswert der Koordinateddt hxi = +1Z�1 	�(x; t) (� {�hm ddx)	(x; t) dx = h 1m pi :Im Raum der Wellenfunktionen hat der Hamiltonoperator die DarstellungĤ = 12m p̂2 + V (x̂) ! �Ĥ�x̂ = �V�x̂ ; �Ĥ�p̂ = 1m p̂ :Das Einsetzen dieser Beziehungen in die Bewegungsgleihungen f�ur hpi und hxi liefert dieEhrenfestshen Theoreme ddt hpi = h � �V�x i = h��Ĥ�x̂ iddt hxi = h 1m p i = h+�Ĥ�p̂ i ;die den kanonishen Gleihungen in der klassishen Mehanik entsprehen. Das Einsetzender zweiten in die erste Gleihung mit der De�nition der Kraft F = � �V=�x liefert dieBewegungsgleihung m d2dx2 hxi = hF (x)i :Sie �ahnelt der Newtonshen Bewegungsgleihung, stimmt aber niht mit ihr �uberein, denndamit hxi eine klassishe Bahn beshreibt, w�are erforderlih, da� f�ur beliebige F (x) geltenw�urde hF (x)i = F (hxi) :Diese Beziehung ist aber nur f�ur lineare Funktionen F (x) erf�ullt, also wenn V (x) ein Poly-nom von h�ohstens 2. Grade in x ist. Das ist der Fall f�ur ein freies Teilhen, ein Teilhen ineinem homogenen Kraftfeld und den harmonishen Oszillator, aber zum Beispiel niht f�urein Elektron im Coulombfeld einer Punktladung (Wassersto�atom). Beim �Ubergang zumakroskopishen Systemen vershwindet allerdings die Shwankung �x, der Erwartungs-wert geht in den Me�wert �uber, und es ergibt sihm d2xdt2 = F (x) ;also die Newtonshe Bewegungsgleihung.Die Ehrenfestshen Theoreme eignen sih besonders gut zur Behandlung der semiklassi-shen N�aherung f�ur hohangeregte Zust�ande und hinreihend lokalisierte Teilhen.d) Massenpunkt im Raum 31



In der klassishen Mehanik stellt ein Massenpunkt, der sih frei im Raum bewegen kann,ein System mit drei Freiheitsgraden (s = 3) dar, dessen Kon�guration durh drei generali-sierte Koordinaten beshrieben wird. Als diese eignen sih wegen der Isotropie des Raumesbesonders die drei kartesishen Koordinaten x; y; z, oft zusammengefa�t zum Ortsvektorr . F�ur ihre Poisson-Klammern gilt[x; y℄PB = [y; z℄PB = [z; x℄PB = 0 :In der Quantenmehanik entsprehen ihnen die Operatoren X̂; Ŷ ; Ẑ, die sih zum Vekto-roperator R̂ zusammenfassen lassen. Sie bilden einen C.S.C.O.:[X̂; Ŷ ℄ = [Ŷ ; Ẑ℄ = [Ẑ; X̂ ℄ = 0̂und ihre gemeinsamen Eigenvektoren jxyzi mitX̂ jx0 y0 z0i = x0 jx0 y0 z0iŶ jx0 y0 z0i = y0 jx0 y0 z0iẐ jx0 y0 z0i = z0 jx0 y0 z0i ;oder zu einer Vektorgleihung zusammengefa�tR̂ jr0i = r0 jr0i ;eine Basis des Zustandsraumes und damit eine Darstellung, die Ortsdarstellung. Das Ei-genwertspektrum x0; y0; z0 ist wieder kontinuierlih:�1 � x0; y0; z0 � +1. Ein beliebigerZustandsvektor jai wird dargestellt durh eine r�aumlihe Komponentendihte, die Wellen-funktion 	a(r):jai = +1Z�1 +1Z�1 +1Z�1 	a(x; y; z) jx y zi dx dy dz = Z 	a(r) d3r ;w�ahrend f�ur einen der Basisvektoren gilt	x0y0z0(x; y; z) = 	r0(r) = Æ(x� x0) Æ(y � y0) Æ(z � z0) = Æ3(r � r0) :Der Beweis erfolgt analog zum eindimensionalen Fall. Das Skalarprodukt von zweiZust�anden jai und jbi wird dargestellt durhhajbi = +1Z�1 +1Z�1 +1Z�1 	�a(x; y; z)	b(x; y; z) dx dy dz = Z 	�a(r)	b(r) d3r :Gebundene Zust�ande werden normiert durh die Bedingunghajai = Z j	a(r)j2 d3r = 1 ;f�ur die orthonormalisierten Basisvektoren gilthrajr bi = Æ3(ra � r b) ;wieder in Analogie zum eindimensionalen Fall. Weiter gilt f�ur das Matrixelement einesOperators F̂ zwishen zwei Zust�anden a und bhajF̂ jbi = Z 	�a(r) f̂ 	b(r) d3r32



und damit f�ur den Erwartungswert im Zustand ahF i = hajF̂ jai = Z 	�a(r) f̂ 	a(r) d3r :In der klassishen Mehanik sind zu den generalisierten Koordinaten q1=x ; q2=y ; q3=zkonjugiert die generalisierten Impulse p1=px ; p2=py ; p3=pz mit[qi; pk℄PB = Æik :Ihnen entsprehen in der Quantenmehanik in der Ortsdarstellung die Operatorenp̂x = � {�h ��x ; p̂y = � {�h ��y ; p̂z = � {�h ��z ;oder zusammengesetzt als Vektoroperatorp̂ = � {�hr :Seine Eigenwerte p0 = (px0; py0; pz0) bilden wieder ein Kontinuum, ebenso seine Eigen-funktionen 	p0(r) = (2��h)�3=2 exp( {�h p0 � r) :Damit ist der Operator der kinetishen EnergieT = 12m p̂2 = � �h22m � �2�x2 + �2�y2 + �2�z2� = � �h22m r2 ;also bis auf den Faktor ��h2=2m der Laplae-Operator. Seine Eigenfunktionen stimmen�uberein mit denen von p̂, seine Eigenwerte sindp202m = 12m (p2x0 + p2y0 + p2z0) :Sie sind entartet, da sie nur vom Betrag, aber niht von der Rihtung von p0 abh�angen.Der Operator der potentiellen Energie V (r̂) ist wieder ein Multiplizieroperator V (r). SeineEigenwerte sind V (r0), seine Eigenfunktionen die Orts-Eigenfunktionen Æ3(r�r0). Damitergibt sih f�ur den Operator der Gesamtenergie, den HamiltonoperatorĤ = T̂ + V̂ = � �h22m r2 + V (r ; t) :W�ahrend alle bisher betrahteten Observablen einfahe Erweiterungen ihrer eindimensio-nalen Gegenst�uke waren, gilt das niht f�ur den Drehimpuls. Sein Operator ist de�niertdurh L̂ = r̂ � p̂ = r � p̂ ;f�ur seine x-Komponente gilt alsoL̂x = �{�h (y ��z � z ��y )mit zyklisher Vertaushung f�ur die �ubrigen Komponenten. Hier ist es meist zwekm�a�iger,statt der kartesishen die Kugelkoordinaten r; #; ' zu verwenden, dann ergibt sihL̂x = +{�h�sin' ��# + ot # os' ��'�L̂y = �{�h�os' ��# � ot# sin' ��'�L̂z = �{�h ��' : 33



L̂ ist wie r̂ und p̂ ein Vektoroperator, im Gegensatz zu ihnen sind aber seine Komponen-ten niht miteinander vertaushbar. In Analogie zur Poisson-Klammer in der klassishenMehanik erh�alt man n�amlih f�ur den Kommutator der Drehimpulskomponenten L̂x undL̂y [L̂x; L̂y℄ = {�h L̂z ;sowie die beiden anderen durh zyklishe Vertaushung. Mit Hilfe des Levi-Civita-Symbolseijk ("total antisymmetrisher Tensor\, Gegenst�uk zum Kroneker-Symbol) kann mandaf�ur auh shreiben [L̂i; L̂j℄ = {�h eijk L̂k ;oder koordinateninvariant mit Hilfe der VektornotationL̂� L̂ = {�h L̂ :F�ur das Quadrat des Drehimpulses ergibt sihL̂2 = L̂2x + L̂2y + L̂2z = ��h2 " 1sin# ��#(sin# ��#) + 1sin2# �2�'2# :L̂2 ist ein Skalar und vertausht mit jeder der drei Komponenten:[L̂2; L̂i℄ = 0̂ ; i = 1; 2; 3 ;das Betragsquadrat und eine der Komponenten sind also gleihzeitig me�bar. �AhnliheVertaushungsbeziehungen bestehen, wie in der klassishen Mehanik, auh mit den Ko-ordinaten und den Impulsen:[L̂i; x̂j ℄ = {�h eijk x̂k ; [L̂i; p̂j ℄ = {�h eijk p̂k :Mit dem oben angegebenen Hamiltonoperator lautet die zeitabh�angige Shr�odinger-Gleihung {�h �	(r ; t)�t = Ĥ 	(r ; t) :Falls die potentielle Energie niht explizit von der Zeit abh�angt, l�a�t sie sih durh denAnsatz 	(r ; t) = e {�h E t  E(r)separieren. Dabei entsteht die zeitunabh�angige Shr�odinger-GleihungĤ  E(r) = E  E(r) ;die zugleih die Eigenwertgleihung des Hamiltonoperators darstellt:Ĥ 	E(r ; t) = E	E(r ; t) :Ihre L�osungen sind die Wellenfunktionen der station�aren Zust�ande des Systems. F�ur ihrenortsabh�angigen Anteil giltr2 E(r) + 2m�h2 [E � V (r)℄ E(r) = 0 :Das ist eine lineare partielle Di�erentialgleihung 2. Ordnung in den Variablen x; y; z.Die Linearkombination von zwei L�osungen zum gleihen Energiewert E liefert wieder ei-ne L�osung, diese bilden also einen Unterraum des Raumes der Wellefunktionen, dessen34



Dimension gleih dem Entartungsgrad des Eigenwerts E ist. Die Linearkombination vonzwei Wellenfunktionen 	1 und 	2 zu vershiedenen Energiewerten E1 und E2 der Form	(r ; t) = 1	1(r ; t) + 	2(r ; t) = 1 e {�h E1 t  E1(r ) + 2 e {�h E2 t  E2(r)l�a�t sih dagegen niht als Produkt aus einem zeit- und einem ortsabh�angigen Faktorshreiben und stellt daher keinen station�aren Zustand dar.Die Bedeutung der Wellenfunktion im dreidimensionalen Fall entspriht der im eindimen-sionalen. Die Wahrsheinlihkeit, bei einer Messung das Teilhen im r�aumlihen Intervalld3r um r herum zu beobahten, istj	(r ; t)j2 d3r = �(r ; t) d3r :Bei station�aren Zust�anden ist diese r�aumlihe Wahrsheinlihkeitsdiht zeitlih konstant,f�ur niht-station�are gilt���t = ��t [	�(r ; t)	(r ; t)℄ = �	��t 	+	� �	�t :Die Ableitung der Wellenfunktion nah der Zeit folgt aus der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihung. Einsetzen ergibt ���t = � {�hm [	�r2	�	r2	�℄ :Daraus folgt wegen r � (�a) = r� � a + �r2a���t = {�hm r � [	�r	�	r	�℄ = r � n {�hm [	�r	�	r	�℄o = �r � j :Zusammen mit dem Stromdihtevektorj = {�hm [	�r	�	r	�℄erf�ullt die Wahrsheinlihskeitsdihte �=r ; t) also die Kontinuit�atsgleihung���t +r � j = 0 :F�ur den Sonderfall einer ebenen Welle (Eigenfunktion von p̂) ergibt sih	(r ; t) = (2��h)�3=2 exp( {�h [p0 � r � p202m t℄)! j = (2��h)�3=2 1m p0 = �v0 ;also eine station�are Stromdihte.
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KAPITEL 3 : SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRADF�ur Systeme mit s Freiheitsgraden ist die Shr�odinger-Gleihung in der Ortsdarstellungeine partielle Di�erentialgleihung in den s+1 Variablen q1; : : : ; qs; t. Ihre explizite L�osungist in der Regel nur m�oglih, wenn sie sih durh Separation auf s+1 Teilgleihungen mitjeweils einer Variableb zur�ukf�uhren l�a�t.F�ur s = 1 l�a�t sih stets ein C.S.C.O. angeben, der aus nur einer Variablen besteht. Daf�urkommt in vielen F�allen aber der Hamiltonoperator niht in Frage, da seine Eigenwerteentartet sein k�onnen (Beispiel: freie Bewegung).Betrahtet wird ein Systemmit s = 1, dessen Zustandsraum dreidimensional ist. Die Matrizendes Hamiltonoperators Ĥ und einer weiteren Observablen B̂ sind gegeben durhĤ =  1 0 00 �1 00 0 �1! ; B̂ =  1 0 00 0 10 1 0! :Die Eigenwerte von Ĥ sind (+1,-1,-1), die von B̂ (+1,+1,-1). Da beide Operatoren einen ent-arteten Eigenwert haben, stellt keiner von ihnen einen C.S.C.O. dar. Andererseits vershwin-det aber ihr Kommutator [Ĥ; B̂℄, es gibt also eine Basis des Zustandraumes aus gemeinsamenEigenvektoren, die durh die zugeh�origen Eigenwerte gekennzeihnet werden:j+ 1;+1i =  100! ; j � 1;+1i = 1p2  011! ; j � 1;�1i = 1p2  01�1! ;zusammen bilden Ĥ und B̂ also einen C.S.C.O.. Der Operator F̂ mit der MatrixF̂ =  1 0 00 0 00 0 �1!hat die die drei niht-entarteten Eigenwerte (+1,0,-1) mit den zugeh�origen Basisvektorenj+ 1i =  100! ; j0i =  010! ; j � 1i =  00�1! ;er stellt also einen C.S.C.O. dar. Da er mit dem Hamiltonoperator kommutiert, gibt eseine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren, n�amlih die eben genannte, in der die Matrizenbeider Operatoren diagonal sind. Die Observable F behreibt einen Zustand vollst�andig, dieEigenwerte von Ĥ und damit seine Matrix m�ussen sih also durh die von F̂ ausdr�ukenlassen. Es gilt Ĥ = F̂ + F̂ 2 � 1̂ ;wie man leiht durh Einsetzen der Matrizen nahweist. Andererseits kommutiert F̂ nihtmit B̂, es gibt also keine Basis, in der diese beiden Operatoren gleihzeitig durh diagonaleMatrizen dargestellt werden.F�ur die eindimensionale Bewegung eines Massenpunktes in einem zeitunabh�angigen Po-tentialfeld gilt in der Ortdarstellung die Shr�odinger-Gleihungd2 dx2 + 2m�h2 [E � V (x)℄ = 0 :Diese linearte gew�ohnlihe Di�erentialgleihung 2. Ordnung hat f�ur jeden Wert des Para-meters E zwei linear unabh�angige Fundamentall�osungen  1=x) und  2(x), aus denen alleanderen  (x) durh Linearkombination gewonnen werden k�onnen: (x) = 1  1(x) + 2  2(x) :37



Sie bilden daher eine Basis eines zweidimensionalen linearen Vektorraumes von L�osungs-funktionen, und jeder Eigenwert E ist zweifah entartet.Wellenfunktionen, die Zust�ande darstellen, m�ussen aber wegen ihrer physikalishen Be-deutung als Wahrsheinlihkeitsdihte au�er der Shr�odinger-Gleihung noh weiteren Be-dingungen gen�ugen:1) Sie m�ussen f�ur alle Argumente x eindeutig, endlih und stetig sein.2) Sie m�ussen beliebig oft di�erenzierbar sein, mit Ausnahme von Sprungstellen vonV (x). Dort mu� ihre Ableitung f�ur endlihe Spr�unge stetig sein.3) Sie m�ussen quadratintegrabel (normierbar) sein.Diese Forderungen lassen sih im allgemeinen niht f�ur beliebige Werte von E erf�ullen,durh sie wird daher ein Spektrum von zul�assigen diskreten Energiewerten ausgezeihnet.Diese Quantelung wird also durh die Randbedingungen erzeugt.In der klassishen Mehanik ist die dieser Shr�odinger-Gleihung eine niht-lineare Di�eren-tialgleihung 1. Ordnung: �dxdt �2 + 2m [E � V (x)℄ = 0 :Ihr Integral l�a�t sih durh Trennung der Variablen auf eine Quadratur zur�ukf�uhren:xZx0 dxp 2m [E � V (x)℄ = t :Obwohl die Shr�odingergleihung linear ist, bereitet ihre Integration gr�o�ere Probleme, da eskein allgemeines L�osungsverfahren f�ur lineare Di�erentialgleihungen 2. Ordnung gibt, wenndie KoeÆzienten niht konstant sind.a) PotentialtopfWenn die Bewegung eines Massenpunktes auf das Intervall [�a;+a℄ beshr�ankt ist, kannman sie durh ein Potential der FormV (x) = 8><>:1 : x < � a0 : � a � x � a1 : x > aAu�erhalb diese Intervalls ist  (x) = 0, im Innern gilt die Shr�odinger-Gleihung f�ur einfreies Teilhen: d2 dx2 + 2mE�h2  = 0 :Mit der Abk�urzung k2 = 2mE=�h2 ist das allgemeine Integral (x) = A os(kx) +B sin(kx) :Die Forderung nah Stetigkeit von  bei x = �a f�uhrt zux = + a : A os(ka) +B sin(ka) = 0x = � a : A os(ka)�B sin(ka) = 0 :Das ist ein homogenes lineares Gleihungssystem f�ur A und B, eine niht-triviale L�osungexistiert nur f�ur 2 sin(kna) os(kna) = sin(2kna) = 0 :38



Dadurh werden als m�oglihe Werte der Wellenzahl k beziehungsweise der Energie Eausgesondert kn = n �2a ! En = n2 �2�h28ma2f�ur alle nat�urlihen Zahlen n. Im Ortsraum ist die Wirkung des Parit�atsoperators �̂ de�-niert durh �̂ (x) =  (�x)Wegen der Spiegelungssymmetrie des Potentials (V (�x) = V (x)) kommutiert er mit demHamiltonoperator: [Ĥ; �̂℄ = 0̂ :Da au�erdem die Randbedingungen symmetrish sind, sind die Wellenfunktionen  n(x)der station�aren Zust�ande auh Eigenfunktionen von �̂:�̂ n(x) = �n  n(x) :Die beiden Eigenwerte von �̂ sind �n = +1 (gerade Parit�at, \even") und �n = �1 (unge-rade Parit�at, \odd"), daher zerfallen die Eigenfunktionen in zwei Gruppen:Fall 1: B = 0 ! A 6= 0 os(kna) = 0 ; n = 1; 3; 5; : : :Die normierten Wellenfunktionen n(x) = 1pa os(n�2a x)sind von gerader Parit�at.Fall 2: A = 0 ! B 6= 0 sin(kna) = 0 ; n = 2; 4; 6; : : :Die normierten Wellenfunktionen n(x) = 1pa sin(n�2a x)sind von ungerader Parit�at.Die Wellenfunktion des Grundzustandes n = 1 hat keine Nullstellen (Knoten) im Intervall(�a;+a) und ist von gerader Parit�at. Mit wahsendem n kommt es zum Wehsel derParit�at und dem Auftreten einer zus�atzlihen Nullstelle. Es gilt also �n = (�1)n+1. DieEigenfunktionen 	n(x; t) = exp( {�h Ent) n(x)bilden eine niht-entartete Basis des Raumes der Wellenfunktionen, daher stellt Ĥ selbsteinen C.S.C.O. dar. Der Parit�atsoperator �̂ ist niht unabh�angig von Ĥ, denn f�ur seineEigenwerte gilt �n = exp({�[ 2a�h�p2mEn + 1℄) :Da der Ortsoperator x̂ niht mit dem Hamiltonoperator kommutiert:[Ĥ; x̂℄ = [� �h22m d2dx2 ; x ℄ = � �h22m ddx ;sind die  n(x) keine Eigenfunktionen von x̂. Das teilhen ist in diesen Zust�anden also nihtlokalisiert. Der Erwartungswert seines Ortes isthxi = +aZ�a  �n(x)x n(x) dx = 0 ;39



f�ur die Shwankung (�x)2 = h(x� hxi)2i = hx2i gilthx2i = +aZ�a  �n(x)x2  n(x) dx = a2 h13 � 2n2�2 i :Speziell f�ur den Grundzustand n = 1 ist �x � 0:36 a.Der Impulsoperator p̂ kommutiert zwar mit dem Hamiltonoperator:[Ĥ; p̂℄ = [� �h22m d2dx2 ;�{�h ddx ℄ = 0̂ ;trotzdem sind wegen der Randbedingungen die  n(x) keine Eigenfunktionen von p̂. DerErwartungswert des Impulses isthpi = +aZ�a  �n(x) (�{�h ddx) n(x) dx = 0 ;f�ur die Shwankung (�p)2 = h(p� hpi)2i = hp2i gilthp2i = 2m hT i = 2m hHi = 2mEn = n2 �2�h24a2 :Im Grundzustand ist daher�p = ��h2a ! �x�p = �h�2 r13 � 2� � 0:57 �h ;in �Ubereinstimmung mit der Heisenbergshen Unsh�arferelation.Der Projektionsoperator P̂n = j nih nj wird in der Ortsdarstellung gegeben durh denIntegraloperator P̂n  (x) = +aZ�a  n(x) n(�x) (�x) dx = 0 ;und die Vollst�andigkeitsrelation lautetXn  n(x) �n(�x) = Æ(x � �x) :Eine potentielle Energie stellt eine n�aherungsweise Beshreibung der Wehselwirkung desbetrahten Teilhens mit anderen dar. Sie mu� daher f�ur gro�e Abst�ande konstant werden,und es ist physikalish unrealistish, wenn sie, wie im bisher betrahteten Fall f�ur jxj ! 1�uber alle Grenzen steigt. Wirklihkeitsn�aher ist eine potentielle Energie, die f�ur x = 0 einMinimum { das man zu Null setzen kann { hat, f�ur wahsende jxj zunimmt und shlie�liheinem Grenzwert V+ f�ur x ! +1 und V� f�ur x ! �1 zustrebt. Dann sind, unter derAnnahme V� < V+, f�ur vershiedene Werte der Energie vier F�alle zu untersheiden.Fall 1: E < 0Von den beiden Fundamentall�osungen der Shr�odunger-Gleihung w�ahst die eine f�ur x!+1, die andere f�ur x ! �1 exponentiell an. Die Wellenfunktion ist in keiner Weisenormierbar, es existieren keine Zust�ande. 40



Fall 2: 0 < E < V�Die Gleihung V (x) = E hat zwei reelle Wurzeln x1 � x2. F�ur x < x1 mu� die mitx exponentiell abklingende, f�ur x > x2 die mit x exponentiell ansteigende der beidenFundamentall�osungen ausgeshlossen werden. Das liefert zwei Randbedingungen, die vonden L�osungen der Shr�odinger-Gleihung nur f�ur eine Reihe diskreter Eigenwerte En erf�ulltwerden k�onnen. Ihre Anzahl kann Null, aber auh abz�ahlbar-unendlih sein.Fall 3: V� < E < V+Die Gleihung V (x) = E hat eine reelle Wurzel x0. F�ur x > x0 mu� die mit x exponenti-ell ansteigende der beiden Fundamentall�osungen ausgeshlossen werden. Die verbleibendeklingt exponentiell ab, f�ur x < x0 ist sie oszillatorish. Das liefert eine Randbedingung,die von den L�osungen der Shr�odinger-Gleihung f�ur jedes E in diesem Intervall erf�ulltwerden kann. Das Spektrum der Eigenwerte ist ein niht-entartetes Kontinuum.Fall 4: V+ < EDie Shr�odinger-Gleihung hat keine exponentiell ansteigenden oder abfallenden L�osungen.F�ur jedes E gibt es zwei linear unabh�angige L�osungen von oszillatorishem Charakter. DieEigenwerte bilden ein zweifah entartetes Kontinuum.Ein wihtiges Beispiel ist ein Potentialtopf mit endlih hohen W�anden, da er als starkvereinfahtes Modell f�ur ein gebundenes System dienen kann. die potentielle Energie wirdhier gegeben durh V (x) = ( V0 : jxj > a0 : jxj � aF�ur x < �a und x > +a gilt die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihungd2 dx2 + 2m(E � V0)�h2  = 0 ;f�ur das Innere des Potentialtopfes (�a � x � +a) dagegend2 dx2 + 2mE�h2  = 0 :Mit den Abk�urzungen k2 = 2mE=�h2 und �2 = 2m(E � V0)=�h2 ergeben sih f�ur E < V0die folgenden L�osungen f�ur die drei Bereihe: (x) = 8><>: A1 e+�x +A2 e��x ; x < �aA3 e+{kx +A4 e�{kx ; jxj < aA5 e+�x +A6 e��x ; x > +aAus der Forderung der Normierbarkeit der Wellenfunktion folgtA2 = 0 ; A5 = 0 ;aus der der Stetigkeit von  und d =dx bei x = �aA1 e��a = A3 e�{ka +A4 e+{ka+�A1 e��a = { k (A3 e�{ka �A4 e+{ka)und aus der entsprehenden bei x = +aA6 e��a = A3 e+{ka +A4 e�{ka��A6 e��a = { k (A3 e�{ka �A4 e+{ka) :41



Diese sehs Gleihungen bilden ein homogenes lineares Gleihungssystem zur Bstimmungvon A1; : : : ; A6, das nur dann eine niht-triviale L�osung hat, wenn seine Determinantevershwindet: e�2�a [(�2 � k2) sin(2ka) + 2�k os(2ka)℄ = 0 :Hier mu� der Inhalt der ekigen Klammer vershwinden, es ergeben sih zwei L�osungen:1) � = + k tan(ka)2) � = � k tan(ka) ;dazu wegen der De�nitionen von � und k die weitere Bedingung�2 + k2 = 2mV0�h2 :Mit ihrer Hilfe kann man � eliminieren und erh�alt so zwei transzendente Gleihungen f�urk und damit auh f�ur E: 1) �hap2mV0 ka = os(ka)2) �hap2mV0 ka = sin(ka) :Tr�agt man die beiden Seiten der ersten Gleihung gegen�uber ka auf, so ergibt sih f�urdie linke eine Gerade mit der Steigung �h=ap2mV0, f�ur die rehte eine Kosinuskurve. DieL�osungen werden durh die Shnittpunkte dieser beiden Kurven geliefert. Entsprehendesgilt f�ur die zweite Gleihung. F�ur sehr kleines V0 und damit gro�e Steigung der Geradengibt es immer einen Shnittpunkt der ersten Art. Mit wahsendem V0 und damit abneh-mender Steigung tritt als n�ahstes ein Shnittpunkt der zweiten Art auf, dann abwehselndsolhe der ersten und zweiten Art. F�ur endlihes V0 ist die Anzahl der diskreten Eigenwerteendlih. Im Grenzfall V0 !1 erh�alt man wieder einen Potentialtopf mit unendlih hohenW�anden. Die Steigung der Geraden vershwindet dann, und die Shnittpunkte liegen beikn = n �2ain �Ubereinstimmung mit dem fr�uheren Ergebnis. Da auh bei endlihem V0 das Potentialsymmetrish ist, sind die Eigenfunktionen  n(x) von wohlde�nierter Parit�at (�1)n+1, alsodie der ersten Art \even", die der zweiten \odd".Die potentielle Energie ist de�nitionsgem�a� nur bis auf eine Konstante bestimmt. EineVershiebung des Bezugspunktes um Vd mitV (x) = �V (x) + Vd�andert die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung ind2 � dx2 + 2m�h2 [ �E � �V (x)℄ � = 0 :Ihre Eigenwerte sind gegeben durh �En = En � Vd ;ihre Eigenfunktionen weihen von den urspr�unglihen nur um einen irrelevaten Phasen-faktor ab: �	n(x; t) = exp( {�h Vd t)	n(x; t) :42



Statt des Potentialtopfes mit endlih hohen W�anden kann man also auh einen solhender endlihen Tiefe V0 betrahten.In diesem sind die Energie-Eigenwerte f�ur die gebundenen Zust�ande negativ. F�ur E > 0 istdie L�osung der Shr�odinger-Gleihung in allendrei Bereihen oszillatorish und daher nurauf die Æ-Funktion normierbar. Damit entfallen die einshr�ankenden Bedingungen A2=0und A5 = 0. Die Eigenwerte E bilden ein Kontinuum, wobei jeder von ihnen zweifahentartet ist. Wenn man durh die zus�atzlihen RandbedingungenV (x) =1 ; jxj > b� adie Bewegung des Teilhens auf das Intervall [�b;+b℄ begrenzt, bleiben die diskretenEigenwerte En und Eigenfunktionen  n(x) f�ur die gebundenen Zust�ande fast unver�andert.Das Kontiunuum von Eigenwerten E > 0 l�ost sih dagegen in ein feines Raster diskreterEigenwerte auf, das mit wahsendem b immer enger wird (Details bei Hittmair). DerGrenzfall b!1 (ungebundene Zust�ande) wird sp�ater betrahtet.b) Harmonisher OszillatorIn der klassishen Mehanik bezeihnet man als harmonishen Oszillator ein System, beidem ein Teilhen an ein Zentrum durh eine r�uktrebende Kraft gebunden ist, die propor-tional zum Abstand zunimmt. Die zugeh�orige potentielle Energie hat die FormV (x) = m!22 x2 :N�aherungsweise wird durh einen solhen Ausdruk auh in vielen F�allen die Bewegung f�urkleine Auslenkungen aus einer Gleihgewihtslage x = 0 beshrieben, bei der die potentielleEnergie sih in eine Taylor-Reihe entwiklen l�a�t:V (x) = V (0) + 11! V 0(0)x + 12! V 00(0)x2 : : : ;wobei ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit V (0) = 0 gesetzt werden kann, wegen derGleihgewihtslage f�ur x = 0 ein Minimum von V (x) vorliegt (V 0(0) = 0) und wegen derStabilit�at V 00(0) > 0 gilt.Ein quantenmehanishes Analogon dazu ist die Shwingung der Atomkerne eines zweia-tomigen Molek�uls um ihren Gleihgewihtsabstand. F�ur solhe Systeme lautet die zeitun-abh�angige Shr�odinger-Gleihungd2 dx2 + 2m�h2 [E � m!22 x2℄ = 0 :Als Randbedingung kommt hinzu die Forderung nah Normierbarkeit und damit hinrei-hend shnellem Abfall von  (x) f�ur x! �1. Da V (x) in diesem Fall �uber alle Grenzenw�ahst, was nat�urlih eine Idealisierung ist, hat das System nur gebundene Zust�ande.Zur Abk�urzung werden zun�ahst dimensionslose Variablen eigef�uhrt:� = rm!�h x ; � = E�h! � 12 ;damit nimmt die Shr�odinger-Gleihung die Formd2 d�2 + [(2� + 1)� �2℄ = 043



an. F�ur sehr gro�e Werte von � verh�alt sih  wie e��2=2, man maht daher den Ansatz (�) = e��2=2 v(�)und erh�alt die transformierte Gleihungd2vd�2 � 2� dvd� + 2� v = 0 :Die Integrale dieser Di�erentialgleihung lassen sih niht durh elementare Funktionenausdr�uken. Die Substitution u = �2 f�uhrt zuu d2vdu2 + (12 � u) dvdu + �2 v = 0 ;das ist ein Sonderfall (b = 1=2; a = ��=2) der Kummershen Di�erentialgleihungu d2vdu2 + (b� u) dvdu � a v = 0mit den beiden Fundamentall�osungenve(u) = 1F1(��2 ; 12 ; u)vo(u) = pu 1F1( 1��2 ; 32 ; u) :Hier ist 1F1(a; b; z) die konuente hypergeometrishe Funktion von Gau� mit der Potenz-reihenentwiklung1F1(a; b; z) = 1 + ab z11! + a(a+ 1)b(b+ 1) z22! + a(a+ 1)(a + 2)b(b+ 1)(b+ 2) z23! + : : : :R�uktransformation auf die Variable � f�uhrt zuve(�) = 1F1(��2 ; 12 ; �2)vo(u) = � 1F1( 1��2 ; 32 ; �2) ;ve ist also eine gerade, vo eine ungerade Funktion von �. Aus der Reihenentwiklung von1F1 oder aus dem direkten Potenzreihenansatzv(�) = 1Xk=0 ak �kergibt sih durh Einsetzen in die Di�erentialgleihung eine Rekursionsformel 2. Stufe f�urak: ak+2 = 2(k � �)(k + 1)(k + 2) ak :Die Potenzreihe zerf�allt daher in zwei unabh�angige Teilreihen, von denen die mit a0 begin-nende alle geraden, die mit a1 beginnende alle ungeraden Potenzen von � enth�alt. Dahergilt ve(�) = 1Xk=0 a2k �2k ; v0(�) = 1Xk=0a2k+1 �2k+1 :Im allgemeinen ist aber f�ur gegebenes E keine dieser beiden Fundamentall�osungen nor-mierbar, denn f�ur gro�e k gilt f�ur den Quotienten zweier aufeinander folgender Summandenin der Reihe ak+2 �k+2ak �k ! 2k �44



wie bei der Funktion e�2 . Sowohl ve(�) als auh vo(�) wahsen daher f�ur gro�e j�j in dieserWeise an, die Wellenfunktion  (x) somit wie e�2=2. Wenn aber die Potenzreihe f�ur ve(�)oder vo(�) f�ur einen bestimmten Wert der Energie und damit von � abbriht, reduziertsie sih auf ein Polynom, und der Faktor e��2=2 garantiert die Normierbarkeit. Das istersihtlih der Fall f�ur � = n ; n = 0; 1; 2; : : : :F�ur gerade n ist also ve(�) normierbar, w�ahrend vo(�) unbeshr�ankt anw�ahst, f�ur ungeraden ist es umgekehrt. Es gilt also mit einem Normierungsfaktor A n(�) = Ae��2=2( ve;n(�) ; n = 0; 2; 4 : : :vo;n(�) ; n = 1; 3; 5; : : :Aus � = n ergibt sih als Eigenwert der EnergieEn = (n+ 12) �h! :Die zugeh�origen Eigenfunktionen folgen ausvn(�) = Hn(�) ;dabei ist Hn das Hermite-Polynom n. Ordnung. Es l�a�t sih durh die konuente hyper-geometrishe Funktion ausdr�uken:H2m(x) = (�1)m (2m)!m! 1F1(�m ; 12 ; x2)H2m+1(x) = (�1)m (2m+ 1)!m! 1F1(�m ; 32 ; x2) :Die ersten drei dieser Polynome sindH0(�) = 1 ; H1(�) = 2 � ; H2(�) = 4 �2 � 2 :Sie lassen sih berehnen aus der allgemeinen FormelHn(�) = [n=2℄Xk=0 (�1)kn!k!(n� k)! (2�)nn� 2koder mit Hilfe der erzeugenden Funktion e��2 :Hn(�) = (�1)n e+�2 dnd�n (e��2) :und erf�ullen die Orthonormalit�atsrelation+1Z�1 e��2Hm(�)Hn(�) d� = Æmn 2nn!p� :Daraus folgt f�ur die normierte Wellenfunktion n(x) = h 12nn!rm!�h� i1=2 exp(�m!2�h x2)Hn(rm!�h x) :F�ur den Grundzustand (n = 0 ergibt sih zum Beispiel (Gau�she Glokenkurve) 0(x) = �m!�h� �1=4e�m!2�h x2 :45



Sie ist von gerader Parit�at und hat im Endlihen keine Nullstelle. Im allgemeinen Fall hat n(x) bei n Nullstellen die Parit�at�n = (�1)n = e{�n = exp[{�(En�h! � 12)℄ :Da diese gebundenen Zust�ande niht-entartet sind, werden sie durh eine einzige Ob-servable beshrieben, und der Hamiltonoperator Ĥ ist f�ur sih allein ein C.S.C.O.. DerParit�atsoperator �̂ kommutiert mit ihm, ist aber niht unabh�angig von ihm:�̂ = exp[{�( Ĥ�h! � 12)℄:Seine beiden Eigenwerte sind abz�ahlbar-unendlih-fah entartet, zu �n = +1 geh�oren alleZust�ande mit geradem n, zu �n = �1 alle mit ungeradem n.In der Impulsdarstellung erh�alt man, wiederum nah Abspaltung eines zeitabh�angigenFaktors, die Shr�odinger-Gleihungd2'dp2 � 2�h2m!2 [E � 12m p2℄' = 0 :Sie stimmt in ihrer Form v�ollig �uberein mit der in der Ortsdarstellung, und ihre L�osungen'(p) sind daher von der gleihen analytishen Gestalt wie die  (x).Im Falle des harmonishen Oszillators ist es m�oglih, auf eine Darstellung zu verzihtenund rein algebraish vorzugehen. Dazu f�uhrt man zun�ahst dimensionslose Variablen ein:X̂ = (m!=�h)1=2X̂ ; P̂ = (m�h!)1=2P̂ ; Ĥ = (�h!)�1Ĥ :Damit nehmen der Hamiltonoperator und die Kommutatorbeziehung f�ur Koordinate undImpuls die Gestalt an: Ĥ = 12 (X̂ 2 + P̂2) ; [X̂ ; P̂ ℄ = { 1̂ :Die beiden Operatoren â = 1p2 (X̂ + { P̂) ; ây = 1p2 (X̂ � { P̂)sind niht hermitesh und stellen daher keine Observablen dar. F�ur ihren Kommutatorgilt [ â; ây℄ = � { [ X̂ ; P̂ ℄ = 1̂ :Mit der De�nition des Teilhenzahloperators durhN̂ = âyâ ! â ây = N̂ + 1l�a�t sih der Hamiltonoperator dann in der folgenden Weise umshreiben:Ĥ = 12 (â ây + âyâ) = N̂ + 12 1̂ :Die Operatoren Ĥ und N̂ sind hermitesh, es existiert daher eine Basis aus Eigenzust�andenvon N̂ mit N̂ jni = n jni ;46



dabei wird hier noh niht vorausgesetzt, da� die Eigenwerte n ganzzahlig sind. Die jnisind gleihzeitig Eigenvektoren von Ĥ:Ĥ jni = (n+ 12) jni :Weil das Normquadrat jedes Zustandsvektors, also auh das von âjni, positiv oder Null(nur f�ur den Nullvektor) ist, folgtn = hnjN̂ jni = hnjây âjni � 0 :Falls n = 0 ein Eigenwert ist, gilt daherâ jn=0i = j0i :(Hier ist der Untershied zwishen dem Nullvektor j0i, der keinen Zustand darstellt, unddem Grundzustand jn=0i zu beahten!) In entsprehender Weise erh�alt manhnjN̂ + 1jni = hnj â âyjni = n+ 1 > 0 :Das Produkt der beiden Operatoren N̂ und â l�a�t sih in der folgenden Weise umformen:N̂ â = (âyâ) â = (â ây � 1) â = â (âyâ)� â = â (N̂ � 1) :Durh Anwendung auf jni folgt darausN̂ â jni = â (N̂ � 1) jni = â (n� 1) jni = (n� 1) â jni;â jni ist also ein Eigenvektor von N̂ zum Eigenwert n � 1. Die Eigenwerte von Ĥ unddamit auh von N̂ gebundener Eigenzust�ande eines eindimensionalen Problems (s = 1)sind aber niht entartet, daher mu� sein:â jni = � jn� 1i ;wobei � eine Konstante ist. Auf die gleihe Weise ergibt sihây jni = � jn+ 1i :Der Wert der Konstanten � und � ergibt sih aus dem Normquadrat von âjni. Wegenhnjây âjni = j�j2hn� 1jn� 1i = j�j2 = nfolgt bei Festlegung der willk�urlihen Phase von � zu Null� = pnund auf entsprehende Weise � = pn+ 1 :Die harakteristishe Eigenshaft der Operatoren â und ây ist es also, den Eigenwert derTeilhenzahloperators um 1 zu erniedrigen bzw. zu erh�ohen:â jni = pn jn� 1iâyjni = pn+ 1 jn+ 1i :47



Man nennt sie daher Leiteroperatoren (\ladder operators"), und zwar â einen Vernih-tungsoperator (\destrution operator", \step down operator") und ây einen Erzeugungs-operator (\reation operator", \step up operator"). Die mehrfahe Anwendung von âergibt âm jni =  jn�mi :Da aber nah der obigen �Uberlegung alle Eigenwerte, und daher auh n�m, positiv oderNull sein m�ussen, kann dieses Verfahren niht unbegrenzt fortgesetzt werden, sondern mu�beim = n enden. Die Eigenwerte von N̂ sind also die ganzen Zahlen n = 0; 1; 2; : : :. Darausfolgen die Eigenwerte der Energie:Ĥ = �h! (N̂ + 12 1̂) ! En = (n+ 12) �h!in �Ubereinstimmung mit der Ortsdarstellung.Wenn man die Eigenvektoren jni als Basis des Zustandsraumes benutzt, kommt man zurEnergiedarstellung (Teilhenzahldarstellung). In ihr sind die Matrixelemente von â und âygegeben durh hnjâjmi = pm Æn;m�1 ; hnjâyjmi = pm+ 1 Æn;m+1 :Die Matrizen haben also die folgende Gestalt:â =̂ 0BBBB� 0 p1 0 0 � � �0 0 p2 0 � � �0 0 0 p3 � � �... ... ... ... 1CCCCA ; ây =̂ 0BBBB� 0 0 0 0 � � �p1 0 0 0 � � �0 p2 0 0 � � �... ... ... ... 1CCCCA :Durh Matrizenmultiplikation ergibt sih daraus die Matrix von N̂ = âyâ und aus ihr dievon Ĥ = N̂ + 1=2:N̂ =̂ 0BBBB� 0 0 0 0 � � �0 1 0 0 � � �0 0 2 0 � � �... ... ... ... 1CCCCA ; Ĥ =̂ 0BBBB� 1=2 0 0 0 � � �0 3=2 0 0 � � �0 0 5=2 0 � � �... ... ... ... 1CCCCA :Diese beiden Matrizen sind hermitesh, ebenso wie die von X̂ und P̂ :X̂ =̂ 1p2 0BBBB� 0 p1 0 0 � � �p1 0 p2 0 � � �0 p2 0 p3 � � �... ... ... ... 1CCCCA ; P̂ =̂ � {p2 0BBBB� 0 p1 0 0 � � ��p1 0 p2 0 � � �0 �p2 0 p3 � � �... ... ... ... 1CCCCA :Durh R�uktransformation ergeben sih aus ihnen die Matrizen von X̂ und P̂ :X̂ = s �h2m! (ây + â) ; P̂ = {sm�h!2 (ây � â) :Mit ihrer Hilfe kann die Erwartungswerte von Koordinate und Impuls berehnen:hxi = hnjX̂jni = hpi = hnjP̂ jni = 0 :48



damit ergibt sih f�ur die Shwankungsquadrate(�x)2 = hX̂2i ; (�p)2 = hP̂ 2i :Hier l�a�t sih X̂2 durh die Leiteroperatoren â und ây ausdr�uken:X̂2 = �h2m! (â+ ây)2 = �h2m! (â2 + â ây + âyâ+ ây2) :Wegen der Orthogonalit�at von Eigenvektoren zu vershiedenen Eigenwerten gilt aberâ2 jni = qn(n� 1) jn� 2i ! hnj â2jni = 0ây2 jni = qn(n+ 1) jn+ 2i ! hnj ây2jni = 0 :Damit ergibt sih wegen âyâ+ â ây = 2 âyâ+ 1 = 2 N̂ + 1(�x)2 = �h2m! hnj2N̂ + 1jni = �hm! (n+ 12)(�p)2 = m�h!2 hnj2N̂ + 1jni = m�h! (n+ 12) :F�ur das Produkt der beiden Shwankungen folgt daraus�x�p = �h (n+ 12) � �h2in �Ubereinstimmung mit der Heisenbergshen Unsh�arferelation, wobei die Unsh�arfe desGrundzustandes minimal ist.Die �aquidistanten Energiestufen des harmonishen Oszillators best�atigen die Rihtigkeitder Plankshen Hypothese, da� seine Energie ein Vielfahes von �h! sei, bis auf das Auftre-ten einer Nullpunktsenergie �h!=2. Diese spielt hier keine Rolle, da nur Energiedi�erenzenbeobahtet werden. Das elektromagnetishe Feld im Vakuum hat bei Beshr�ankung aufein endlihes Volumen abz�ahlbar-unendlih viele Freiheitsgrade. Seine Energiedihte istu = 122 (E2 +B2) :Wie in der Quantenelektrodynamik gezeigt wird, l�a�t es sih durh einen Satz vonabz�ahlbar-unendlih vielen ungekoppelten harmonishen Oszillatoren darstellen, wobeidie Rolle von x durh die elektrishe Feldst�arke E und die von p durh die magnetisheInduktion B wahrgenommen wird. Da es sih niht um materielle Teilhen handelt, istkeine Orts- oder Impulsdarstellung m�oglih, wohl aber eine mit Hilfe der Leiteroperatoren,die dann die Erzeugung und Vernihtung von Photonen beshreiben. Das Auftreten derNullpunktsenergie f�uhrt dabei zu Konvergenzshwierigkeiten.) Ungebundene Zust�andeNah dem Superpositionsprinzip ergibt die �Uberlagerung zweier m�ogliher Zust�ande einesSytems wieder einen m�oglihen Zustand. Falls der Hamiltonoperator niht explizit von derZeit abh�angt, kann man durh den Separationsansatz	E(x; t) = exp(� {�h E t) E(x)49



von der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihung zur zeitunabh�angigen �ubergehen, derenL�osung  E(x) ist. Falls der Energie-Eigenwert E entartet ist, sind alle Linearkombina-tionen der vershiedenen  E(x) ebenfalls solhe L�osungen. Die zugeh�origen 	E(x; t) unddamit auh alle Linearkombinationen von ihnen enthalten alle denselben zeitabh�angigenFaktor. Sie beshreiben station�are Zust�ande mit wohlde�nierter Energie, die in ihrer Ge-samtheit eine Basis des Zustandsraumes bilden. Die Linearkombination von zwei solhenBasisvektoren mit vershiedenen Energien E1 und E2;	(x; t) = 1	E1(x; t) + 2	E2(x; t)mit konstanten 1; 2 ist dann zwar ebenfalls eine L�osung der Shr�odinger-Gleihung, stelltaber keinen station�aren Zustand mehr dar und hat keine wohlde�nierte Energie.W�ahrend beim harmonishen Oszillator die potentielle Energie mit wahsendem jxj unbe-shr�ankt ansteigt, geht sie f�ur realistishe Wehselwirkungengegen einen Grenzwert, denman zwekm�a�igerweise als Nullpunkt der Energiez�ahlung w�ahlt. Je nah der Art desAnsteigens gibt es f�ur E < 0 endlih oder abz�ahlbar-unendlih viele Eigenwerte En mitnormierbaren Eigenvektoren. F�ur E > 0 existiert dagegen ein Kontinuum von Eigenwerten0 < E <1, deren Eigenvektoren niht normierbar sind. Die Gesamtheit dieser Eigenvek-toren, ob zu diskreten oder kontinuierlihen Eigenwerten geh�orig, bildet eine Basis desZustandsraumes. Man kann daher eine beliebige Wellenfunktion ausdr�uken als	(x; t) =Xn n e� {�hEnt  n(x) + 1Z0 (E) e� {�hE t  E(x) dE :Wir beshr�anken uns zun�ahst auf die Betrahtung einer freien Massenpunktes (V (x) � 0).Hier gibt es nur ungebundene Zust�ande mit E > 0. Eine Basis aus station�aren Zust�andenwird gegeben durh 	k(x; t) = Ae� {�hE t e�{k x :Da hier keine Randbedingungen zu erf�ullen sind, sind alle Energie-Eigenwerte zweifahentartet (�k): E = �h2k22m = �h! ! ! = �h k22m ;Ĥ stellt hier also, im Gegensatz zu p̂ oder k̂, keinen C.S.C.O. dar. Der NormierungsfaktorA h�angt von der Art der Normierung ab. Bisher wurde die p-Normierung gew�ahlt:+1Z�1 	�p(x; t)	�p(x; t) dx = Æ(p � �p) ! Ap = (2��h)�1=2 ;h�au�g ist jedoh praktisher die k-Normierung:+1Z�1 	�k(x; t)	�k(x; t) dx = Æ(k � �k) ! Ak = (2�)�1=2 :Wegen p = �hk besteht der Zusammenhang	p(x; t) = �h�1=2	k(x; t) :F�ur die von jetzt an benutzten Basis-Wellenfunktionen in k-Normierung gilt dann	k(x; t) = (2�)�1=2 e{(�kx� �h2k22m t) = (2�)�1=2 e{(�kx�!t) :50



Diese Wellenfunktion beshreibt je nah Vorzeihen von k nah rehts bzw. links laufendeWellen mit der Phasengeshwindigkeitvp = !k = �hk2m = s �h2m! :Diese ist abh�angig von !, die Materiewellen erfahren also { im Gegensatz zu elektroma-gnetishen Wellen { auh im Vakuum eine Dispersion. Bei der Ausbreitung ver�andert sihdie Form der Wellenfunktion, sie zerie�t.Jede L�osung der zeitabh�angigen Shr�odingergleihung f�ur den freien Massenpunkt l�a�tsih durh �Uberlagerung solher Wellen, die als Eigenfunktionen des C.S.C.O. k̂ eine Basisbilden, als ein "Wellenpaket\, darstellen:	(x; t) = (2�)�1=2 +1Z�1 '(k) e{(kx�!t) dk :Dieses wird festgelegt durh sein r�aumlihes Spektrum '(k). Im Gegensatz zu den Basis-Wellenfunktionen 	k ist es f�ur geeignete '(k) normierbar:+1Z�1 j	(x; t)j2 dx = 1und damit in gewissen Grenzen lokalisierbar, aber niht mehr station�ar. Es hat also keinewohlde�nierte Energie. Im Verlauf der Zeit bewegt es sih bei gleihzeitiger Verformung(Zerie�en). Wenn seine Form zum Zeitpunkt t = 0 gegeben ist durh	(x; 0) =  (x) = (2�)�1=2 +1Z�1 '(k) e+{kx dk ;erh�alt man daraus durh Fourier-Transformation das Spektrum'(k) = (2�)�1=2 +1Z�1  (x) e�{kx dx :F�ur t = 0 werde die Wellenfunktion gegeben durh ("Rehtekimpuls\)	(x; 0) =  (x) = �A ; jxj � �x0 ; jxj > �x ;dann folgt f�ur das Spektrum'(k) = (2�)�1=2 +�xZ��x Ae�{kx dx = (2�)�1=2 (� 1{k ) [e�{kx℄+�x��x =r 2� A sin(k�x)k :Es ist nur wesentlih von Null vershieden f�ur jk�xj � �. Daraus ergibt sih�k � �=�x ! �x ��k � � ! �x ��p � � �h ;also im wesentlihen die Heisenbergshe Unsh�arferelation. Sie ist hier eine Folge des Wel-lenharakters der Materie: r�aumlihe Ausdehnung eines Wellenzuges und Breite seines Spek-trums sind zueinander umgekehrt proportional.51



d) PotentialstreuungNormierbare Wellenpakete sind niht-station�ar, sie beshreiben die unbeshr�ankte Bewe-gung eines Teilhens in einem Potentialfeld. Dieses ist meist von begrenzter Ausdehnung.Ein aus gro�er Entfernung kommendes Teilhen ist also zun�ahst frei, tritt dann innerhalbdes Einu�bereihs des Feldes mit diesem in Wehselwirkung und entfernt sih shlie�lihwieder als freies Teilhen ins Unendlihe. Diesen Vorgang bezeihnet man als Potential-streuung, er ist o�ensihtlih zeitabh�angig. Wegen der linearen Superponierbarkeit vonZust�anden kann man stattdessen aber auh das Verhalten der Partialwellen betrahten,aus denen sih das Wellenpaket zusammensetzt. Sie beshreiben station�are Zust�ande mitwohlde�nierter Energie, bei denen eine gleihm�a�ige Einstr�omung aus dem Unendlihenstatt�ndet und die daher keine endlihe Norm haben k�onnen. Statt der zeitabh�angigenist dann die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung zu l�osen, was die Aufgabe wesentliherleihtert.PotentialstufeDie potentielle Energie wird gegeben durhV (x) = V0�(x) = ( 0 : x � 0V0 : x > 0Hier sind keine gebundenen Zust�ande m�oglih. Es sind zwei F�alle zu untersheiden:E > V0In den Bereihen I (x � 0) und II (x > 0) gilt f�ur die Wellenfunktion I(x) = A1 e+{kx +A2 e�{kx II(x) = A3 e+{�kx +A2 e�{�kxmit den Abk�urzungen k2 = 2mE=�h2 und �k2 = 2m(E � V0)=�h2. F�ur jxj � 1 sind keineRandbedingungen zu ber�uksihtigen. Setzt man voraus, da� das Teilhen nur von linkseinf�allt, so gilt wegen A4 = 0 bei x = 0A1 +A2 = A3{ k (A1 �A2) = { �k A3 :Dieses homogene lineare Gleihungssystem ist unterbestimmt und f�ur beliebige Energienerf�ullbar, wobei die Amplitude A1 frei gew�ahlt werden kann:A2A1 = 1� �k=k1 + �k=k = 1� (1� V0=E)1=21 + (1� V0=E)1=2A3A1 = 21 + �k=k = 21 + (1� V0=E)1=2Die Amplitudenverh�altnisse sind reell, es tritt also bei x = 0 kein Phasensprung auf.Wegen A2=A1 < 1 wird ein Teil der Welle und, anders als in der klassishen Mehanik,des Teilhens reektiert. Im Grenzfall E !1 gilt A2=A1 ! 1 ; A3=A1 ! 0.E < V0Hier gibt es eine Randbedingung im Unendlihen. Die Wellenfunktion mu� f�ur gro�e xexponentiell abklingen. Es folgt wieder (aber aus einem anderen Grunde) A4 = 0: I(x) = A1 e+{kx +A2 e�{kx II(x) = A3 e��x52



mit den Abk�urzungen k2 = 2mE=�h2 und �k2 = 2m(V0�E)=�h2. An der Sprungstelle x = 0gilt A1 +A2 = A3{ k (A1 �A2) = ��A3 :Das Gleihungssystem ist wieder f�ur beliebige E erf�ullbar, die Amplitudenverh�altnissewerden jetzt aber komplex:A2A1 = 1� { �=k1 + { �=k = e{Æ ; tan Æ2 = �=kA3A1 = 21 + { �=k ; �=k = (V0=E � 1)1=2 :Es handelt sih also um eine Totalreexion (jA2j = jA1j) mit einem Phasensprung an derKante. Gleihzeitig dringt wegen ���A3A1 ��� = 2EV0eine Welle in das Medium ein, die Eindringtiefe x0 folgt aus�x0 = 1 ! x0 = 1� = �h22m(V0 �E) :F�ur V0 !1 vershwinden sowohl ihre Amplitude als auh ihre Eindringtiefe.PotentialwallDie potentielle Energie wird jetzt gegeben durhV (x) = ( 0 : jxj > aV0 : jxj � aEs handelt sih also um eine Shwelle der Breit 2a und der H�ohe V0. Hier sind die BereiheI (x < �a), II (�a � x < +a) und III (x > +a) zu untersheiden. Es existieren keinegebundenen Zust�ande, alle Energiewerte 0 < x <1 sind m�oglih. Im folgenden wird nurder Fall E < V0 betrahtet, der Fall E > V0 ist ganz �ahnlih dem des vorigen Beispiels.F�ur die Wellenfunktionen gilt in den vershiedenen Bereihen I(x) = A1 e+{kx +B1 e�{kx II(x) = A2 e��x +B2 e+�x III(x) = A3 e+{kx ;dabei sind k und � die gleihen Abk�urzungen wie oben. Es sind auh hier keine Randbe-dingungen im Unendlihen zu erf�ullen, doh wird wieder vorausgesetzt, da� das Teilhennur von links einstr�omt. Die Stetigkeitsbedingungen bei x = � a ergeben dannA1 e�{ka +B1 e+{ka = A2 e+�a +B2 e��a{ k (A1 e�{ka �B1 e+{ka) = � (�A2 e+�a +B2 e��a)und die bei x = + a entsprehendA2 e��a +B2 e+�a = A3 e+{ka� (�A2 e��a +B2 e+�a) = { k A3 e+{ka :53



Dieses homogene lineare Gleihungssystem f�ur die Unbekannten A1; A2; A3; B1; B2 ist beifrei w�ahlbarer Amplitude A1 f�ur alle E l�osbar und liefert die Amplitudenverh�altnisseA2A1 = � 12 e�2{ka(Q1 +Q2)A3A1 = � 12 e�2{ka(Q1 �Q2)mit den Abk�urzungenQ1 = �a tanh(�a) + { ka�a tanh(�a)� { ka ; Q2 = �a oth(�a) + { ka�a oth(�a)� { ka :Daraus ergibt sih als Durhl�assigkeitskoeÆzient der Shwelle���A3A1 ���2 = [ 1 + k2 + �22k� sinh2(2�a)℄�1 :F�ur einen sehr breiten Potentialwall (�a� 1) gilt dann wegen sinh(�a) � e�a � 1���A3A1 ���2 � 16k2�2(k2 + �2) e�4�a � 1 :Wie bei der Totalreexion einer elektromagnetishen Welle an einer Platte endliher Diketritt hier ein mit der Dike exponentiell abnehmender Teil des Teilhens durh die Shwellehinduh. Man bezeihnet diese Ersheinung als "Tunnel-E�ekt\.Er ist wihtig f�ur die Erkl�arung des �-Zerfalls eines Atomkerns. Dabei geht man davonaus, das das �-Teilhen durh eine radiale Shwelle { im eindimensionalen Modell darge-stellt durh zwei Shwellen { im Bereih des Kerns gehalten wird, obwohl seine Energiepositiv ist. Es l�a�t sih durh ein Wellenpaket beshreiben, das an den W�anden st�andigreektiert wird. In einem bindenden Potential, wie beim harmonishen Oszillator oderdem Wassersto�atom, wird es dann durh periodish konstruktive und destruktive Inter-ferenz am Zerie�en gehindert. Beim �-Zerfall dagegen bewirkt der Tunnel-E�ekt, da�seine Amplitude im Innern im Laufe der Zeit st�andig abnimmt, es "tunnelt\ nah au�en.
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KAPITEL 4 : SYSTEME MIT MEHREREN FREIHEITSGRADENQuantenmehanishe Systeme mit mehreren Freiheitsgraden sind in der Regel aus Massen-punkten aufgebaut. Das einfahste Beispiel wird gegeben durh einen Massenpunkt(s = 3)in einem Potentialfeld. Daf�ur gilt in der Ortsdarstellung die Shr�odinger-Gleihung� {�h �	�t + Ĥ(r ;r)	 = 0mit dem Hamiltonoperator Ĥ = � �h22m0 r2 + V (r ; t) :Das Gegenst�uk dazu ist in der klassishen Mehanik die Hamilton-Jaobi-Gleihung�S�t +H(r ;rS) = 0mit der Hamiltonfunktion H(r ;rS) = 12m0 (rS)2 + V (r ; t) :Falls die potentielle Energie niht explizit von der Zeit abh�angt, l�a�t sih diese Gleihungdurh den Ansatz S(r ; t) =W (r) + f(t)separieren, und es ergibt sih f(t) = �E t :Dabei gilt f�ur W (r) die verk�urzte Hamilton-Jaobi-GleihungH(r ;rW ) = E ;die durh Einsetzen der expliziten Form von H die Gestalt12m0 (rW )2 + V (r) = Eannimmt. Sie ist durh die Verwendung der Vektorshreibweise in invarianter Form ge-gen�uber Koordinatentransformationen gegeben und kann in vershiedenen Koordinaten-systemen (q1; q2; q3) dargestellt werden. Die am h�au�gsten verwendeten sind kartesisheKoordinaten (x; y; z), Kugelkoordinaten (r; #; ') und Zylinderkoordinaten (�; '; z), selte-ner werden parabolishe Koordinaten (�; �; ') benutzt.Die verk�urzte Hamilton-Jaobi-Gleihung ist eine niht-lineare partielle Di�erentialglei-hung 1. Ordnung in drei Ver�anderlihen q1; q2; q3. Eine konkrete L�osung ist in der Regelnur m�oglih, wenn sie sih durh den AnsatzW (q1; q2; q3) =W1(q1) +W2(q2) +W3(q3)in drei gew�ohnlihe Di�erentialgleihungen in jeweils einer der drei Variablen separierenl�a�t. Ihr allgemeines Integral h�angt dann von drei Integrationskonstanten �1; �2; �3 ab:S =W (q1; q2; q3; �1; �2; �3)�E(�1; �2; �3) t :55



Eine solhe Wirkungsfunktion beshreibt eine dreiparametrige Shar von Zust�anden. Mit�S��i = �iwird daraus ein einzelner Zustand (Bahn) ausgesondert. Die �i sind dabei kanonish-konjugiert zu den �i.Die M�oglihkeit der Separation h�angt niht nur vom System, sondern auh vom gew�ahltenKoordinatensystem ab. Im allgemeinen gibt es f�ur ein separables System bis auf trivialeUntershiede (wie Ma�stabs�anderungen) nur ein solhes Koordinatensystem. Bei Sepa-rabilit�at in zwei oder mehr wesentlih vershiedenen Koordinatensystemen kommt es zuspeziellen Entartungsersheinungen.In der Quantenmehanik l�a�t sih im Falle einer potentiellen Energie, die niht explizitvon der Zeit abh�angt, die zeitabh�angige Shr�odinger-Gleihung durh den Ansatz	(r ; t) =  (r ) f(t)ebenfalls separieren, und es ergibt sihf(t) = e� {�h E t :Dabei gilt f�ur  (r ) die zeitunabh�angige Shr�odinger-GleihungĤ(r ;r) = E  ;die durh Einsetzen der expliziten Form von Ĥ die Gestalt� �h22m0 r2 + V (r ; t) = E  annimmt. Es handelt sih also um eine lineare partielle Di�erentialgleihung 2. Ordnungin drei Variablen q1; q2; q3, deren konkrete L�osung in der Regel nur m�oglih ist, wenn siedurh den Ansatz  (q1; q2; q3) =  1(q1) 2(q2) 3(q3)in drei gew�ohnlihe Di�erentialgleihungen in jeweils einer der drei Variablen separiert wer-den kann. Ihr allgemeines Integral h�angt dann von drei Integrationskonstanten �1; �2; �3ab: 	 =  (q1; q2; q3; �1; �2; �3) e� {�h E(�1;�2;�3) t :Eine solhe Wellenfunktion beshreibt einen einzelnen Zustand. Wenn das zugeh�origeklassishe System in einem bestimmten Koordinatensystem separabel ist, gilt das auhf�ur sein quantenmehanishes Analogon.a) Separation in kartesishen KoordinatenWenn die potentielle Energie nur von einer der Koordinaten, beispielsweise von z, abh�angt,lautet die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung�2 �x2 + �2 �y2 + �2 �z2 + 2m0�h2 [E � V (z)℄ = 0 :Ein Beispiel daf�ur ist die Bewegung in einem homogenen Kraftfeld mit V (z) = F z. Mitdem Separationsansatz  (x; y; z) = X(x)Y (y)Z(z)56



ergibt sih nah K�urzen mit  (x; y; z) und Umformung� 1X �2X�x2 = 1Y �2Y�y2 + 1Z �2Z�z2 + 2m0�h2 [E � V (z)℄ :Die linke Seite dieser Gleihung h�angt nur x, die rehte dagegen nur von y und z ab, beidem�ussen daher derselben Konstanten A = �2m0Ex=�h2 gleih sein, und es folgt�2X�x2 + 2m0�h2 ExX = 0 :Ebenso ergibt sih mit einer weiteren Separationskonstanten B = �2m0Ey=�h2�2Y�y2 + 2m0�h2 Ey Y = 0und mit der Abk�urzung Ez = E �Ex �Ey�2Z�z2 + 2m0�h2 [Ez � V (z)℄Z = 0 :Die beiden ersten Gleihungen beshreiben jeweils die eindimensionale Bewegung einesfreien Teilhen in x- und y-Rihtung, die dritte eine Bewegung in z-Rihtung im Potenti-alfeld V (z).b) Separation in KugelkoordinatenDie Umrehnung des Laplae-Operators auf Kugelkoordinaten liefertr2 = �2�r2 + 2r ��r + 1r2 h 1sin# ��#� sin# ��#�+ 1sin2# �2�'2 i :F�ur ein Zentralfeld, bei dem die potentielle Energie nur von r abh�angt, ergibt sih alszeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung�2 �r2 + 2r � �r + 1r2 h 1sin# � �# � sin# � �# �+ 1sin2# �2 �'2 i+ 2m0�h2 [E � V (r)℄ = 0 :Mit dem Separationsansatz (r; #; ') = R(r)Y (#; ') = R(r)�(#)�(')entsteht nah K�urzen mit  und Umformungr2R nd2Rdr2 + 2r dRdr + 2m0�h2 [E � V (r)℄Ro = � 1Y n 1sin# �#� sin# �Y�# �+ 1sin2# �2Y�'2 o :Hier h�angt die linke Seite nur von r, die rehte nur von den Winkeln # und ' ab, beidem�ussen daher wieder derselben Konstanten �� gleih sein. Die Di�erentialgleihung f�urden Winkelanteil Y ist dann1sin# �#� sin# �Y�# �+ 1sin2# �2Y�'2 + �Y = 0 :Die weitere Zerlegung von Y (#; ') in �(#) und �(') f�uhrt zusin2#� n 1sin# �#� sin# ���# �+ ��o = � 1� �2��'2 :57



Die linke Seite dieser Gleihung h�angt nur von #, die rehte nur von ' ab, beide m�ussenalso derselben Konstanten ��2 gleih sein. Daraus folgt f�ur �(') die Di�erentialgleihung�2��'2 + �2 � = 0 :Eine Randbedingung ergibt sih daraus, da� �(') wegen seiner Eindeutigkeit periodishin ' sein mu� (eigentlih nur j�(')j, aber siehe Diskussion bei Bransden-Joahain):�('+ 2�) = �(') ;daraus folgt als L�osung der Di�erentialgleihung�m(') = Ae{ m' ; m = 0;�1;�2; : : : :Die Normierung wird so festgelegt, da�2�Z0 ��m � �m d' = Æm; �m ! A = (2�)�1=2 :Mit der Separationskonstanten �m2 ergibt sih als Di�erentialgleihung f�ur ��2��#2 + ot# ���# + (�� m2sin2#)� = 0 ;oder mit dem neuen Variablen u = os#(1� u2) d2�du2 � 2u d�du + (�� m21� u2 )� = 0 :Diese Gleihung ist singul�ar bei u = �1. Sie besitzt zwei Fundamentall�osungen, von denenf�ur beliebige � die eine bei u = +1 (# = 0) und die andere bei u = �1 (# = �) singul�arist. Eine �uberall regul�are L�osung existiert nur f�ur diskrete �, n�amlih� = l(l + 1) ; l = 0; 1; 2; : : : :In diesem Fall entartet �(u) zu einem Polynom, dem zugeordneten (\assoiate") LegendrePolynom: �(u) = Pml (u) ;das f�ur m � 0 mit dem gew�ohnlihen (\ordinary") Legendre-Polynom Pl(u) auf die fol-gende Weise zusammenh�angt:Pml (u) = (1� u2)m=2 dmdum Pl(u) :Pl(u) ist dabei de�niert durh die Formel von RodriguesPl(u) = 12ll! dldul (u2 � 1)l :Die ersten drei dieser Polynome sindP0(u) = 1 ; P1(u) = u ; P2(u) = 12 (3u2 � 1) :58



Die De�nition der zugeordneten Polynome wird f�ur m < 0 erweitert durhPml (u) = (�1)m (l +m)!(l �m)! P�ml (u) :Das Orthonormierungsintegral f�ur zwei dieser Polynome ist+1Z�1 Pmn (u)P �m�n (u) du = Æl�l Æm �m 22l + 1 (l + jmj)!(l � jmj)! :Damit ist die normierte L�osung der #-Gleihung mit der Phasenkonvention von Condon-Shortley �lm = (�1)(m+jmj)=2 h(2l + 1)4� (l + jmj)!(l � jmj)!i1=2 P jmjl (os#) :Durh Hinzuf�ugung von �(') wird der Winkelanteil der WellenfunktionYlm(#; ') = (�1)(m+jmj)=2 h(2l + 1)4� (l + jmj)!(l � jmj)!i1=2 P jmjl (os #) e{m' :Die Ylm(#; '), manhmal auh Y ml geshrieben, werden als Kugelfunktionen (\spherialharmonis") bezeihnet, statt ihrer werden in neuerer Zeit h�au�g die sogenannten Raah-Tensoren verwendet: C(l)m (#; ') = � 4�2l + 1�1=2 Ylm(#; ') :Aus der De�nition der Pml folgt jmj � l.Die ersten vier Kugelfunktionen sindl = 0 : Y 00 (#; ') = + 1p4�l = 1 : Y 1+1(#; ') = �r 38� sin# e+{'Y 10 (#; ') = +r 34� os #Y 1�1(#; ') = +r 38� sin# e�{' :Wie in der klassishen Mehanik haben auh in der Quantenmehanik die bei der Sepa-ration auftretenden Konstanten eine physikalishe Bedeutung, sie sind die Werte von Be-wegungsintegralen, also von dynamishen Gr�o�en bzw. Observablen, die bei der zeitlihenEntwiklung des Systems erhalten bleiben. Die letzte der bei der Separation auftretendenTeilgleihungen kann geshrieben als� {�h ���� = m�h�(') ;oder, unter Benutzung der Darstellung der z-Komponente des Drehimpulses,L̂z �(') = m�h�(') :�(') ist also eine Eigenfunktion von L̂z zum Eigenwert m�h. Da dieser Operator nurauf die Variable ' wirkt, gilt das gleihe auh f�ur Ylm(#; '), f�ur  (r; #; ') und f�ur dieWellenfunktion 	(r; #; '; t). Diese beshreibt also einen Zustand, der Eigenzustand der mit59



Ĥ kommutierenden Observablen L̂z ist. Man bezeihnetm daher manhmal als Rihtungs-(Projektions-) Quantenzahl, h�au�ger jedoh wegen seiner Bedeutung beim Zeeman-E�ektals magnetishe Quantenzahl (\magneti quantum number").Auf entsprehende Weise l�a�t sih die Teilgleihung f�ur Y shreiben als� �h2 h 1sin# �#� sin# ��#�+ 1sin2# �2�'2 iYlm = L̂2 Ylm = l(l + 1)�h2 Ylm ;Ylm(#; ') und damit auh wieder  (r; #; ') und 	(r; #; '; t) sind also Eigenfunktionen dermit Ĥ kommutierenden Observablen L̂2 zum Eigenwert l(l+1)�h2. Man nennt l die Neben-quantenzahl (\azimuthal quantum number"). Die drei Observablen Ĥ; L̂2; L̂z bilden alsoeinen C.S.C.O. und ihre gemeinsamen Eigenvektoren jE lmi eine Basis des Zustandsrau-mes.Mit der Abk�urzung P (r) = r R(r) wird die verbleibende Teilgleihung f�ur den RadialanteilR(r) d2Pdr2 + 2m0�h2 [E � l(l + 1)�h22m0r2 � V (r)℄P = 0 :Sie hat die Gestalt der Shr�odinger-Gleihung f�ur die eindimensionale Bewegung einesTeilhens mit der Masse m0 in einem Potentialfeld Ve(r), das gegeben ist durhVe(r) = V (r) + l(l + 1)�h22m0r2 :Es untersheidet sih von V (r), wie bei dem entsprehenden Problem in der klassishenMehanik, um das Zentrifugalpotential L2=2m0r2, wobei L der (Eigen-) Wert des Drehim-pulses ist. Auh ohne explizite Kenntnis von V (r) lassen sih Aussagen �uber das Verhaltenvon P (r) mahen. F�ur kleine r �uberwiegt das Zentrifugalpotential, daher ist n�aherungs-weise d2Pdr2 � l(l + 1)r2 P = 0 :Diese lineare Di�erentialgleihung hat zwei Fundamentall�osungen, die sih f�ur kleine rfolgenderma�en verhalten: Pa(r) � Arl+1 ; Pb(r) � B r�l :Die zweite ist bei r = 0 singul�ar, daher kommt wegen der Normierbarkeit der Wellenfunk-tion nur die erste in Frage. Andererseits ist f�ur gro�e r f�ur im unendlihen beshr�ankteV (r) mit der Abk�urzung �2 = �2m0E=�h2 n�aherungsweised2Pdr2 + �2 P = 0 :Zwei Fundamentall�osungen sind jetztP(r) = C e+�r ; Pd(r) = D e��r :Hier kommt wegen der Normierbarkeit der Wellenfunktion nur Pd(r) in Betraht. Mahtman daher den Ansatz P (r) = rl+1 e��r f(r) ;so ergibt sih f�ur die Funktion f(r), die �uberall behr�ankt bleiben mu�d2fdr2 + h2l + 2r � 2�i dfdr � h2l(l + 1)r + 2m0�h2 V (r)i f = 0 :60



Das Normierungsintegral wird gegeben durh1Z0 R2(r) r2 dr = 1Z0 P 2(r) dr = 1 :Durh Potenzreihenentwiklung von f(r) kann man aber zeigen, da� diese Funktion imallgemeinen f�ur gro�e r wie e2�r anw�ahst. Die Wellenfunktion  (r; #; ') ist daher nurnormierbar, wenn diese Potenzreihe abbriht und zu einem Polynom wird. Das ist nur f�ureine Reihe diskreter Werte von � bzw. E der Fall, die Zusatzbedingung der Normierbarkeitf�uhrt also zur Quantelung der Energie.Den Grad nr dieses Polynoms nennt man die radiale Quantenzahl. Sie stimmt �ubereinmit der Anzahl der Nullstellen von P (r) im Intervall (0;1). Man kann dann einenRadialoperator f̂r ("Nullstellenabz�ahloperator\) de�nieren, dessen Eigenwerte die nrsind. Er kommutiert sowohl mit dem Hamiltonoperator, als auh mit L̂2 und L̂z, bildetalso mit den letzteren beiden einen C.S.C.O., dessen gemeinsame Eigenvektoren jnr l miden Zustandsraum aufspannen. Da ein Zustand durh die Eigenwerte nr; l;m festgelegtist, mu� sih der Eigenwert der Energie durh die ausdr�uken lassen: E(nr; l;m). DieRadialgleihung f�ur f(r) h�angt aber niht von der Quantenzahl m ab und damit auhniht ihre Eigenwerte � bzw. E: E(nr; l). Diese (2l + 1)-fahe m-Entartung ist eine Folgeder Kugelsymmetrie des Potentials V (r), sie wird daher auh als Rihtungsentartungbezeihnet.) Harmonisher OszillatorEntsprehend den �Uberlegungen beim eindimensionalen harmonishen Oszillator f�uhrt dieReihenentwiklung eines beliebigen Potentials V (r) um eine Ruhelage r0 herum, wobeiohne Beshr�ankung der Allgemeinheit r0 = 0 und V (r0) = 0 gesetzt werden kann, in derniedrigsten Ordnung zuV (r) = V (x; y; z) = m02 (!2x x2 + !2y y2 + !2z z2) :Separation in kartesishen KoordinatenDie zugeh�orige zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung lautet�2 �x2 + �2 �y2 + �2 �z2 + 2m0�h2 [E � m02 (!2x x2 + !2y y2 + !2z z2)℄ = 0 :Sie l�a�t sih durh den Ansatz (x; y; z) = X(x)Y (y)Z(z)separieren und ergibt die drei Teilgleihungend2Xdx2 + 2m0�h2 [Ex � m0!2x2 x2℄X = 0d2Ydy2 + 2m0�h2 [Ey � m0!2y2 y2℄Y = 0d2Zdz2 + 2m0�h2 [Ez � m0!2z2 z2℄Z = 061



mit den beiden Separationskonstanten 2m0Ex=�h2 und 2m0Ey=�h2 und der Abk�urzungEz = E � Ex � Ey. Jede dieser drei Gleihungen hat die Form der zeitunabh�angigenShr�odingergleihung f�ur einen eindimensionalen harmonishen Oszillator. Der Eigenwertder Energie ist f�ur die erste Ex = �h!x (nx + 12)und die zugeh�orige WellenfunktionX(x) = h 12nxnx!�m0!x�h� �i1=2 exp �� m0!x2�h x2�Hn�rm0!x�h x� ;die entsprehenden Gr�o�en f�ur die beiden anderen Gleihungen folgen daraus durh zykli-she Permutation von x; y; z.  (x; y; z) ist eine gemeinsame Eigenfunktion der drei Ope-ratoren (C.S.C.O.) Ĥx; Ĥy; Ĥz zu den Eigenwerten Ex; Ey; Ez, der Eigenwert der EnergieE = Ex+Ey+Ez ist niht-entartet, solange keine zwei der Frequenzen !x; !y; !z in einemrationalen Verh�altnis stehen.Im Sonderfall des isotropen (sph�arishen) Oszillators mit!x = !y = !z = !kann man eine Hauptquantenzahl n de�nieren durhn = nx + ny + nz ;dann h�angen die Eigenwerte der Energie nur von n ab:En = �h! (nx + ny + nz + 32) = �h! (n+ 32) :F�ur gegebenes n entspriht jede Partition in nx; ny; nz dem gleihen Energiewert, dieserist also entartet, und der Entartungsgrad istgn = (n+ 1)(n+ 2)2 :F�ur n = 1 sind die m�oglihen Partitionen (nx; ny; nz) = (1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1). Sie geh�orenalle zum Eigenwert E1 = 52�h!, die zugeh�origen Eigenvektoren j1 0 0i; j0 1 0i; j0 0 1i spannendaher einen dreidimensionalen Unterraum des Zustandsraumes auf. Die Auswahl der Basisist allerdings niht eindeutig, eine weitere wird durh1p2 (j1 0 0i+ { j0 1 0i) ; 1p2 (j1 0 0i � { j0 1 0i) ; j0 0 1igegeben. Die beiden gehen auseinander durh eine unit�are Transformation hervor.Separation in KugelkoordinatenIm Fall des isotropen Oszillators kann man die potentielle Energie aber auh shreiben alsV (r) = m02 r2 = V (r) :Die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung l�a�t sih daher auh in Kugelkoordinaten se-parieren mit dem Ansatz  (r; #; ') = 1r P (r)Ylm(#; ') :F�ur den Radialanteil ergibt sih dann mit den Abk�urzungenk2 = 2m0E�h2 ; � = m0!�h ; � = E�h!62



die Di�erentialgleihung (radiale Shr�odinger-Gleihung)d2Pdr2 + [ k2 � l(l + 1)2r2 � �2r2℄P = 0 :Maht man �ahnlih wie oben den AnsatzP (r) = rl+1 e��2 r2 f(r)und substituiert r durh die neue Variable u = � r2, so ergibt sih f�ur f(u) die Di�erenti-algleihung u d2fdu2 + [(l + 32)� u ℄ dfdu � [ 12(l + 32)� 12 �℄ f = 0 :Das ist wieder eine Kummer-Laplae-Gleihung. Sie hat zwei Fundamentall�osungen, vondenen die eine zu einem bei r = 0 singul�aren f(r) f�uhrt und deshalb niht Bestandteil derWellenfunktion sein kann, die bei r = 0 regul�are istf(r) = 1F1( 12(l + 32 � �); l + 32 ;� r2) :F�ur beliebige � bzw. E folgt aus ihrer Reihenentwiklung, da� sie sih f�ur gro�e r wieexp� r2 verh�alt und daher niht normierbar ist. Wenn aber gilt:l + 32 � � = � 2nr ; nr = 0; 1; 2; : : : ;briht die Potenzreihe ab und entartet zu einem Polynom vom Grade nr.Es handelt sih in diesem Fall um ein verallgemeinertes Laguerre-Polynom ("mathematishe\De�nition): 1F1(�nr; l+ 32 ;� r2) = nr! �(l+ 32 )�(nr + l+ 12 ) P l+ 12nr (�r2) :F�ur die Energie E = �h! � folgt aus der Abbruhbedingung und der De�nition der Haupt-quantenzahl n = 2nr + l En = �h! (2nr + l + 32) = �h! (n+ 32)in �Ubereinstimmung mit dem obigen Ergebnis. Die Entartung von En ist von zweierleiNatur. Zun�ahst erh�alt man, wie bei jedem Zentralpotential, f�ur ein gegebenes l die (2l+1)-fahe m-Entartung. Zus�atzlih geh�oren aber zu einem gegebenen n vershiedene nr unddamit auh vershiedene l = n � 2nr, diese Entartung wird als "zuf�allig\ (\aidental")bezeihnet. Der gesamte Entartungsgrad ist wieder (n + 1)(n + 2)=2. Die Ursahe derzuf�alligen Entartung ist, wie in der klassishen Mehanik, die M�oglihkeit der Separationin zwei wesentlih vershiedenen Koordinatensystemen.F�ur n = 1 gibt es nur die M�oglihkeit nr = 0 ; l = 1, dazu geh�oren die drei Werte m =+1; 0;�1. Wegen nr = 0 ist f(r) � 1, und die Wellenfunktion hat die Gestalt (r; #; ') = N r exp(�m0!2�h r2)Y1m(#;') :Die Normierungskonstante N folgt aus1Z0 R2(r) r2 dr = N2 1Z0 r4 exp�� m0!�h r2� dr = 1 ! N = 83p��m0!�h �5=2 :F�ur beliebige nr und l ist sieN = h �(nr + l + 32 )nr! [�(l+ 32 )℄2 i1=2�m0!�h �l+3=2 :63



d) Coulomb-ProblemDas, historish gesehen, wihtigste Anwendungsbeispiel f�ur die klassishe Mehanik, dasihre Entwiklung wesentlih beeinu�t hat, ist das Kepler-Problem der Bewegung einesPlaneten im Gravitationsfeld der Sonne. Von gleiher Bedeutung ist f�ur die Quantenme-hanik das analoge Coulomb-Problem der Bewegung eines Elektrons im Coulombfeld einesZ-fah geladenen Atomkerns. In beiden F�allen kann wegen seiner gro�en Masse der Zen-tralk�orper in guter N�aherung als unbeweglih angesehen werden. Das Problem reduziertsih dann auf das der Bewegung eines Massenpunktes in einem Zentralfeld, das proportio-nal zu 1=r ist. Im Fall des Elektrons giltV (r) = � Z e20r :Separation in KugelkoordinatenDie zugeh�orige zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung l�a�t sih in Kugelkoordinatendurh den Ansatz  (r; #; ') = 1r P (r)Ylm(#; ')separieren, dabei gilt f�ur den Radialanteil die Di�erentialgleihungd2Pdr2 + [��2 � l(l + 1)r2 + 2Zm0e20�h2r2 ℄P = 0mit der Abk�urzung �2 = �2m0E=�h2. Wie fr�uher folgt mit dem ProduktansatzP (r) = rl+1 e�� r f(r)und dem Wehsel zur Variablen u = 2�r f�ur f(u) die Gleihungu d2fdu2 + (2l + 2� u) dfdu � (l + 1� Zm0e20�h2� ) f = 0 :Mit den Abk�urzungen a = l+1�Zm0e20=�h2� und b = 2l+2 entsteht die Kummer-Laplae-Gleihung u d2fdu2 + (b� u) dfdu � a f = 0mit der bei u = 0 regul�aren L�osungf(u) = 1F1(a; b;u) ;der (niht-normierte) Radialanteil der Wellenfunktion ist daherP (r) = rl+1 e�� r 1F1(l + 1� Zm0e20�h2� ; 2l + 2; 2�r) :F�ur gro�e r verh�alt sih aber f(r) wie e2�r. P (r) und damit  (r) sind daher nur normier-bar, wenn die Potenzreihe f�ur die konuente hypergeometrishe Funktion abbriht und zueinem Polynom wird, es mu� also seina = l + 1� Zm0e20�h2� = �nr ; nr = 0; 1; 2; : : : :Die Randbedingung der Normierbarkeit f�uhrt also zur Quantelung von � und damitder Energie E = �h2�2=2m0. Da die Wellenfunktion eine gemeinsame Eigenfunktion des64



C.S.C.O. aus den drei Observablen f̂r; L̂2; L̂z zu den Eigenwerten nr; l(l + 1)�h2;m�h ist,mu� sih der Eigenwert der Energie durh diese drei Quantenzahlen ausdr�uken lassen:E(nr; l;m) = � Z2m0 e402�h2 1(nr + l + 1)2 :Wie f�ur jedes Radialfeld ist er wegen der Kugelsymmetrie des Systems unabh�angig vonm (Rihtungsentartung), er h�angt aber au�erdem von nr und l nur in der Kombinationnr + l + 1 ab. De�niert man also die Hauptquantenzahl n durhn = nr + l + 1so h�angt die Energie eines Zustandes nur noh von seiner Hauptquantenzahl ab:E(n; l;m) = � Z2m0 e402�h2 1n2 = E(n) :Bei gegebenem n ist sie unabh�angig von l (l-Entartung). Wie beim sph�arishen Oszillatortritt also auh beim Coulomb-Problem eine "zuf�allige\ Entartung (\aidental degene-ray") auf, die im Gegensatz zur m-Entartung niht auf eine unmittelbar ersihtliheSymmetrie des Systems zur�ukzuf�uhren ist. Der Entartungsgrad f�ur ein gegebenes n istgn = n�1Xl=0 (2l + 1) = n2 :Im folgenden werden die Zust�ande dieses Systems durh die drei Quantenzahlen n; l;mgekennzeihnet. Der zugeh�orige C.S.C.O. besteht aus den Observablen Ĥ; L̂2; L̂z, seineEigenwerte sind � Z2m0 e402�h2 1n2 ; l(l + 1)�h2 ; m�h :Es ist aber zu beahten, da� die Hauptquantenzahl n nur eine abgeleitete Gr�o�e ohneunmittelbare Bedeutung ist. Sie l�a�t sih mit der obigen Beziehung f�ur beliebige Radial-felder de�nieren, liefert dann aber niht mehr die Eigenwerte der Energie. (Beim isotropenharmonishen Oszillator wird ebenfalls eine Hauptquantenzahl n mit direkter Beziehungzu den Eigenwerten der Energie de�niert, die aber von der hier verwendeten vershiedenist.) Bei einem beliebigen Zentralfeld (zum Beispiel n�aherungsweise f�ur ein Alkali-Atom)gilt E = E(nr; l) = E(n; l) ;dort ist die l-Entartung also aufgehoben, w�ahrend die m-Entartung bestehen bleibt. F�urein solhes Einelektronensystem stellt man �ubliherweise die Energie-Eigenwerte in einemsogenannten Grotrian-Diagramm dar. Dabei werden alle Eigenwerte, die zum gleihen lgeh�oren, in Form einer Leiter aufgetragen, deren Sprossen durh die Hauptquantenzahl nu-meriert werden, w�ahrend die Leitern f�ur vershiedene l nebeneinander angeordnet sind. F�urein reines Coulombfeld (wassersto��ahnlihe Systeme) sind die Sprossen mit gleihem n we-gen der l-Entartung auf gleiher H�ohe. Statt der Nebenquantenzahl wird aus historishenGr�unden oft eine Kodierung durh Buhstaben gew�ahlt: l = 0; 1; 2; 3; : : : =̂ s; p; d; f; : : :.Alle Zust�ande (\state"), die sih nur in der Quantenzahlm und damit niht in der Energieuntersheiden, werden zu einem Energieniveau (\level") zusammengefa�t.Mit der Abk�urzung a0 = �h2=m0 e20 (Bohr-Radius) lassen sih die Eigenwerte von � und Eshreiben als �n = Zna0 ! En = � Z2e202a0 1n2 :65



H�au�g werden sogenannte atomare Einheiten (\atomi units", a.u.) benutzt, in denene0 = m0 = �h = 1 ist. Die atomare Energieeinheit ist dann e20=2a0 und wird als ein Hartreebezeihnet, doh ist daneben auh die H�alfte davon, ein Rydberg, in Gebrauh, da sie mitder Ionisierungsenergie des Wassersto�atoms �ubereinstimmt.F�ur den Radialanteil der Wellenfunktion ergibt sih dannPnl(r) = N �2Zrna0 �l+1 e�Zr=na0 1F1(l + 1� n; 2l + 2; 2Zr=n) :Die Normierungskonstante N folgt aus der Bedingung1Z0 P 2(r) dr = 1 ! N = 1(2l + 1)! h Z(n+ l)!a0 n2(n� l � 1)!i1=2 :H�au�g wird statt der konuenten hypergeometrishen Funktion ein Laguerre-Polynomverwendet, das de�niert ist durh (\physikalishe\ De�nition)Lpq(u) = (�1)p (q!)2p!(q � p)! 1F1(p� q; p+ 1;u) :Der Radialanteil nimmt dann die FormPnl(r) = �N �2Zrna0 �l+1 e�Zr=na0 L2l+1n+l (2Zr=na0)an, wobei f�ur den ge�anderten Normierungsfaktor �N gilt�N = � h Z(n� l � 1)!a0 n2[(n+ l)!℄3 i1=2 :F�ur den Grundzustand des Wassersto�atoms (Z = 1 ; n = 1 ; l = 0! m = 0) giltE100 = � e20=2a0 ;  100(r) = a�3=20 2 e�r=a0 (4�)�1=2! 	100(r ; t) = (�a30)�1=2 e�r=a0 e{ t e20=2�ha0 :Die Wellenfunktionen  nlm(r) beshreiben gemeinsame Eigenzust�ande des C.S.C.O.Ĥ; L̂2; L̂z, in denen die Observablen r̂ und p̂ keine wohlde�nierten Werte haben. Dasgleihe gilt dann auh f�ur die kinetishe und potentielle Energie T̂ und V̂ sowie f�ur diePotenzen von r̂. Mit Hilfe der Wellenfunktion lassen sih die Erwartungswerte hri undhr�1i einfah berehnen:hri = a0 n2Z f1 + 12 [1� l(l + 1)n2 ℄g ; hr�1i = Za0 n2 6= hri�1 :Daraus ergibt sih sofort der Erwartungswert der potentiellen Energie:hV i = �Ze20 hr�1i = � Z2e20a0n2und aus der De�nition der Gesamtenergie wegen hEi = EnhT i = hHi � hV i = En � hV i = + Z2e202a0 n2 ;es ist also hV i = �2 hT i (Virialsatz). 66



Separation in parabolishen KoordinatenDie Ursahe f�ur das Auftreten der l-Entartung beim Coulomb-Problem liegt in derM�oglihkeit der Separation der Shr�odinger-Gleihung in einem zweiten wesentlih ver-shiedenen Koordinatensystem, n�amlih in parabolishen Koordinaten. Sie lassen sih mitHilfe der Kugelkoordinaten de�nieren durh� = r (1� os#) ; � = r (1 + os#) ; ' = ' :In diesem Koordinatensystem nimmt der Laplae-Operator die Gestalt4� + � � ��� (� ��� ) + ��� (� ��� )�+ 1�� �2�'2 = 0 :an. Die zeitunabh�angige Shr�odingergleihung lautet dann4� + � � ��� (� � �� ) + ��� (�� �� )�+ 1�� �2 �'2 + 2m0�h2 (E + 2Ze20� + � ) = 0 :Mit der Abk�urzung �2 = �2m0E=�h2 und dem Separationsansatz (�; �; ') = F (�)G(�)�(')erh�alt man auf die �ublihe Weise durh Einf�uhren der Separationskonstanten �1 und mzun�ahst wieder die Gleihung d2�d'2 +m2� = 0mit den normierten L�osungen�m(') = 1p2� ; e{ m' ; m = 0;�1;�2; : : : :F�ur F (�) und G(�) ergeben sih mit �2 = Z=a0 � �1 die Di�erentialgleihungendd� (� dFd� ) + [� �2 �4 � m24� + �1℄F = 0dd� (�dGd� ) + [� �2 �4 � m24� + �2℄G = 0 :Sie haben die bei � = 0 bzw. � = 0 regul�aren L�osungsfunktionenF (�) = A�jmj=2 exp(�� �=2) 1F1( 12(jmj+ 1)� �1�; jmj+ 1;� �)G(�) = B �jmj=2 exp(�� �=2) 1F1( 12(jmj+ 1)� �2�; jmj + 1;� �) :Damit die Wellenfunktion normierbar ist, m�ussen die konuenten hypergeometrishenFunktionen sih auf Polynome reduzieren, es mu� also sein12(jmj+ 1)� �1� = �n1 ; n1 = 0; 1; 2; : : :12(jmj+ 1)� �2� = �n2 ; n2 = 0; 1; 2; : : : :n1 und n2 hei�en parabolishe (wegen ihrer Bedeutung f�ur den Starke�ekt manhmal auh"elektrishe\) Quantenzahlen. Durh Addition dieser beiden Gleihungen und Au�osennah � bzw. E ergeben sih die Eigenwerte der EnergieE(n1; n2;m) = � Z2m0 e402�h2 1(n1 + n2 + jmj+ 1)2 :67



Sie h�angen niht von n1; n2;m einzeln, sondern nur von der Kombinationn = n1 + n2 + jmj+ 1ab. De�niert man weiter eine Quantenzahk k durhk = n1 � n2 ;so kann man statt des vollst�andigen Satzes von Quantenzahlen n1; n2;m auh den Satzn; k;m verwenden. Der letztere besteht aus den Eigenwerten von drei miteinander kommu-tierenden Operatoren Ĥ; Â; L̂z, wobei die physikalishe Bedeutung von Â im wesentlihendie der z-Komponente des Laplae-Runge-Lenz-Vektors ist. F�ur gegebenes n kann manwieder durh Abz�ahlen aller m�oglihen Kombinationen von n1; n2;m zeigen, da� der Ent-artungsgrad des zugeh�origen Eigenwerts der Energie n2 ist.Das Normierungsintegral f�ur gebundene Zust�ande:1Z0 1Z0 F 2n1m(�)G2n2m(�) (� + �)4 d� d� = 1ergibt shlie�lih als NormierungskonstanteABp2� = 1nm+2(jmj!)2r (n1 + jmj)!(n2 + jmj)!n1! n2!� :Mitbewegung des AtomkernsBisher wurde bei der Behandlung des Coulomb-Problems davon ausgegangen, da� dieMasse des Atomkerns, im Falle des Wassersto�atoms also die des Protons, die des Elek-trons in einem solhen Ma�e �uberwiegt, da� von seiner Mitbewegung abgesehen werdenkann. Das Problem reduziert sih damit auf das der Bewegung eines elektrish geladenenMassenpunktes in einem �au�eren elektrostatishen Feld. Maht man diese Annahme niht,so handelt es sih um das quantenmehanishe Gegenst�uk des klassishen Zweik�orperpro-blems, n�amlih die Bewegung eines abgeshlossenen Systems aus zwei Massenpunkten mitden Massen mn (Kern) und m0 (Elektron), deren Wehselwirkung nur von ihrem Abstandr abh�angt. Speziell f�ur den Fall der Coulombwehselwirkung istV (r) = �Ze20r :Die Zahl der Freiheitsgrade des Systems betr�agt dann s = 6, und in der Ortsdarstellungwerden seine Zust�ande beshrieben durh Wellenfunktionen, die von den sehs Kordina-ten rn; r e abh�angen. Die Wahrsheinlihkeit, es in einem Zustand anzutre�en, bei demder Kern in einem Volumenelement d3rn um rn und das Elektron in d3re um r e herumlokalisiert sind, ist dann j	(rn; r e; t)j2 d3rn d3re :Der Hamiltonoperator setzt sih zusammen aus der kinetishen Energie Tn der Bewe-gung des Kerns, der entsprehenden Te des Elektrons und der potentiellen Energie V derWehselwirkung: Ĥ = T̂n + T̂e + V̂ :In der Ortsdarstellung lautet dann die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung� �h22mn r2n  � �h22m0 r2e  + V (jrn � r ej) = E  ;68



dabei ist r2k der Laplae-Operator bez�uglih der Koordinaten des Teilhens k:r2k = �2�x2k + �2�y2k + �2�z2k :Wie in der klassishen Mehanik l�a�t sih das System durh die Transformation aufShwerpunkts- und Relativkoordinaten formal in zwei unabh�angige Teilsysteme zerlegen.Setzt man R = mnmn +m0 rn + m0mn +m0 r0 ; r = rn � re ;so nimmt mit den Abk�urzungen M (Gesamtmasse) und me (reduzierte Masse), de�niertdurh M = mn +m0 ; 1me = 1mn + 1m0 ;die Shr�odinger-Gleihung die Form� �h22M r2R  � �h22me r2r  + V (r) = E  an. Mit dem Separationsansatz  (R; r) =  a(R) b(r) folgt in der �ublihen Weise� �h22M 1 a r2R  a �E = � �h22me 1 b r2r  b + V (r) � Eb :Dabei ist Eb eine Separationskonstante. Setzt man noh zur Abk�urzung Ea = E �Eb, soergeben sih die beiden Gleihungen � �h22M r2R  a = Ea  a� �h22me r2r  b + V (r) b = Eb  b :Von ihnen beshreibt die erste die freie Bewegung des Massenmittelpunktes, die zweite dieBewegung eines �ktiven Massenpunktes mit der Masse me im Zentralfeld V (r). Beide Teil-probleme sind shon fr�uher behandelt worden. Im Sonderfall der Coulomb-Wehselwirkungfolgt f�ur die Eigenwerte der Energie bei gebundenen Zust�andenEn = � Z2mee402�h2 1n2 :Sie untersheiden sih von denen f�ur System mit einem unendlih shweren Kern nur umden Faktor mem0 = 11 +m0=mn ;was beim Vergleih von leihtem und shwerem Wassersto� zur Isotopie-Vershiebung derSpektrallinien f�uhrt.e) Freies TeilhenDieses Problem ist shon fr�uher mit Hilfe kartesisher Koordinaten behandelt worden undergab als L�osungen der zeitunabh�angigen Shr�odinger-Gleihung ebene Wellen (x; y; z) = (2�)�3=2 e{(kxx+kyy+kzz)69



mit dem Wellenvektor k = (kx; ky; kz) und der EnergieE = �h22m0 (k2x + k2y + k2z) = �h2k22m0 :Andererseits l�a�t sih diese Gleihung wegen V (r) � 0 auh in Kugelkoordinaten separie-ren:  (r; #; ') = R(r)Ylm(#; ') ;was h�au�g der Symmetrie der Aufgabenstellung (zum Beispiel Streuprobleme) besser an-gepa�t ist. Der Radialanteil R(r) erf�ullt dann die Di�erentialgleihungd2Rdr2 + 2r dRdr + 2m0�h2 hE � l(l + 1)�h22m0r2 iR = 0 :Mit der dimensionslosen Variablen x = kr wird daraus die Di�erentialgleihung der sph�ari-shen Besselfunktionen: x d2Rdx2 + 2 dRdx + [x� l(l + 1)x2 ℄R = 0mit den beiden Fundamentall�osungen (sph�arishe Bessel- und Neumannfunktion)Ra(x) = jl(x) ; Rb(x) = nl(x)oder den daraus durh Linearkombination hervorgehenden sph�arishen Hankelfunktionenh(1)l (x) = jl(x) + { nl(x) ; h(2)l (x) = jl(x)i{ nl(x) :Diese Funktionen lassen sih in geshlossener Form durh trigonometrishe bzw. Exponen-tialfunktionen darstellen, zum Beispiel istj0(x) = + sinxx ; n0(x) = � os xx ! h(1)0 (x) = � e+{xx ; h(2)0 (x) = + e�{xx :Ihren Namen haben sie daher, da� mit dem AnsatzR(x) = r �2x f(x)f�ur f(x) die Besselshe Di�erentialgleihungx2 d2fdx2 + x dfdx + [x2 � (l + 12)1=2℄ f = 0mit den L�osungen Jl+1=2(x); Nl+1=2(x);H(1)l+1=2(x);H(2)l+1=2(x) entsteht. F�ur diese Funktio-nen �ndet sih eine F�ulle von Rekursionsformeln, Reihen- und asymptotishen Entwiklun-gen usw. in den meisten Lehrb�uhern der Quantenmehanik und bei Abramowitz-Stegun.W�ahrend die Basis-Funktionen in kartesishen Koordinaten durh durh drei kontinuier-lihe Quantenzahlen kx; ky ; kz festgelegt werden, handelt es sih bei den entsprehendenFunktionen in Kugelkoordinaten um eine kontinuierlihe und zwei diskrete Quantenzahlenk; l;m. Es besteht die Beziehunmg(2�)�3=2 exp({ k �r) = r 2� 1Xl=0 +lXm=�l {l jl(kr)Y �lm(#k; 'k)Ylm(#; ') ;die auh als die Entwiklung einer ebenen Welle nah Kugelwellen bezeihnet wird. Da-bei sind #k und 'k die Rihtungswinkel des Wellenvektors k = (k; #k; 'k). Ihr wihtig-stes Anwendungsgebiet �nden diese Wellenfunktionen bei der Betrahtung von Sto�- undStreuproblemen. 70



KAPITEL 5 : SYMMETRIEN UND QUANTENZAHLENBei Transformationen eines quantenmehanishen Systems wie Vershiebungen Drehun-gen, Vertaushung zweier identisher Teilhen, Raum-, Zeit- und Ladungsspiegelung�andern sih in der Regel seine Zust�ande und Observablen, es werden also unit�are Trans-formationen im Zustandsraum induziert:j 0i = Û j i ; Â0 = Û Â Û�1 :In bestimmten F�allen wie Vershiebungen und Drehungen kann man diese Transformatio-nen auf zwei Weisen deuten, n�amlih entweder als �Anderung der Zust�ande bei festgehal-tener Basis (aktiver Standpunkt), oder als inverse �Anderung der Basis bei unver�andertenZust�anden. Da diese zweite Deutung in manhen F�allen (r�aumlihe und Ladungsspiege-lung) niht m�oglih ist, wird hier im folgenden stets der aktive Standpunkt eingenommen.Wenn bei einer solhen Transformation der Hamiltonoperator des Systems invariant ist,nennt man sie eine Symmetrieoperation. Die Symmetrieoperationen eines Systems bildeneine Gruppe im mathematishen Sinne, seine Symmetriegruppe.In der klassishen Physik liefert das Theorem von Noether eine enge Beziehung zwishenden Symmetrien eines Systems und seinen Erhaltungsgr�o�en. Jeder Symmetrietransforma-tion entspriht danah ein Bewegungsintegral bzw. eine Erhaltungsgr�o�e. Umgekehrt kannjede dynamishe Gr�o�e F als Erzeugende einer in�nitesimalen kanonishen Transformationverwendet werden. Falls ihre Poisson-Klammer mit der Hamiltonfunktion vershwindet:[F;H℄PB = 0 ;handelt es sih dabei um eine Symmetrietransformation. Da endlihe kanonishe Transfor-mationen aber { im Gegensatz zu in�nitesimalen { im allgemeinen niht-linear sind, ist der�Ubergang von in�nitesimalen zu endlihen Symmetrietransformationen in der klassishenMehanik h�au�g mit Shwierigkeiten verbunden.In der Quantenmehanik gilt entsprehend, da� zu jeder Symmetrietransformation Ûs,die den Hamiltonoperator Ĥ forminvariant l�a�t, eine Observable F̂ geh�ort, deren Erwar-tungswert sih bei der zeitlihen Entwiklung ("Bewegung\) des Systems niht �andert. Indiesem Fall ist n�amlih Ĥ 0 = Ûs Ĥ Û�1s = Ĥ :Daraus folgt, da� Ûs und Ĥ miteinander kommutieren:Ûs Ĥ � Ĥ Ûs = [Us;H℄ = 0̂ :Ûs ist allerdings, von trivialen Sonderf�allen abgesehen, niht hermitesh und stellt daherkeine Observable dar. Betrahtet man aber eine Gruppe von unit�aren Transformationen,die stetig von einem Parameter � abh�angen (Lie-Gruppe), wobei sih f�ur � = 0 die Iden-tit�at ergibt, so weiht f�ur hinreihend kleine j�j die di�erentielle Transformation Û(�) nurwenig von der Identit�at 1̂ ab. Es gilt daherÛ(�) � 1̂ + { � F̂ :Bei Vernahl�assigung von Termen zweiter und h�oherer Ordnung in � ist dannÛ(�) Û y(�) = (1̂ + { � F̂ )(1̂� { � F̂ y) = 1̂ :71



F�ur den Operator F̂ folgt daraus in der gleihen N�aherung1̂ + {� (F̂ � F̂ y) = 1̂ ! F̂ y = F̂ ;er ist also hermitesh und stellt eine Observable dar. Umgekehrt erzeugt jede ObservableF̂ mittels Û(�) = exp({� F̂ )eine unit�are Transformation. Wenn es sih dabei um eine Symmetrietransformation Ûs(�)handelt, gilt [Ûs; Ĥ℄ = 0̂  ! [F̂ ; Ĥ ℄ = 0̂ :Falls F̂ niht explizit von der Zeit abh�angt, �andert sih sein Erwartungswert also nihtmit der Zeit: ddt hF i = h [F̂ ; Ĥ ℄ i = 0 ;es stellt also eine Erhaltungsgr�o�e dar. Insbesondere folgt f�ur abgeshlossene Systemeaus der Homogenit�at und Isotropie des Raumes und der Homogenit�at der Zeit die Er-haltung von Linearimpuls, Drehimpuls und Energie. Dagegen f�uhren Raum-, Zeit- undLadungsspiegelung, f�ur die eine passive Deutung niht m�oglih ist, niht zu allgemeinenErhaltungss�atzen ("Sturz der Parit�at\, CPT-Theorem).Ein wihtiger Zusammenhang besteht zwishen der Symmetrie eines Systems und derEntartung seiner Energie-Eigenwerte. Wenn j ni ein Eigenzustand von Ĥ zum EigenwertEn ist, gilt wegen des Kommutierens von Ûs und ĤĤ(Ûsj ni) = Ûs(Ĥj ni) = Ûs(En j ni) = En(Ûs j ni) :Ûsj ni ist also ebenfalls ein Eigenvektor von Ĥ zum Eigenwert En. Wenn er niht bis aufeinen Phasenfaktor mit j ni �ubereinstimmt, ist En entartet.F�ur ein System, das aus einem Massenpunkt in einem radialsymmetrishen Potentialfeld V (r)besteht, ist die Drehung um die z-Ahse um den Winkel � eine Symmetrieoperation, die diem-Entartung zur Folge hat.Darstellung von GruppenDie Struktur einer abstrakten Gruppe wird festgelegt durh eine Vorshrift, nah der zweiElementen ein drittes als Produkt zugeordnet wird. F�ur Gruppen mit einer endlihenAnzahl von Elementen dient dazu die Gruppentafel, f�ur kontinuierlihe Gruppen mit sParametern entsprehend eine Beziehung, die es gestattet, aus den Parametern �1; : : : ; �svon Element a und �1; : : : ; �2 von Element b die Parameter 1; : : : ; s ihres Produktes = ab zu berehnen.Wenn sih jedem Element U einer Gruppe in einem linearen Vektorraum der Dimension neine lineare Abbildung Û isomorph zuordnen l�a�t, spriht man von einer n-dimensionalenDarstellung (\representation") der Gruppe. W�ahlt man zus�atzlih in diesem Vektorraumeine spezielle Basis, so entspriht jeder Abbildung Û eine n�n-Matrix ~U :U ! Û ! ~U :Dabei wird dem Produkt zweier Gruppenelemente das Produkt der zugeh�origen Matrizen,dem neutralen Element die Einheitsmatrix und dem inversen Element die inverse Matrixzugeordnet. Wenn die Dimension des Vektorraumes n = 1 ist, entspriht jedem Elementder Gruppe die 1� 1-Einheitsmatrix, diese Darstellung wird als "trivial\ bezeihnet. DieDimension einer Darstellung kann auh unendlih sein (Hilbert-Raum). Wenn der lineareVektorraum einen (ehten) Unterraum enth�alt, der bei allen Abbildungen Û in sih selbst�ubergeht, nennt man die Darstellung reduzibel, andernfalls irreduzibel.72



a) DrehgruppeDa linearen Abbildungen des dreidimensionalen Raumes, die sih umkehren lassen, bildeneine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe GL(3). Sie enth�alt die Untergruppe der ortho-normalen Transformationen O(3), bei der L�angen und Winkel dem Betrage nah erhaltenbleiben, und diese wiederum die spezielle orthonormale Gruppe SO(3), die Drehgruppe,bei der auh der Drehsinn unver�andert bleibt (keine Spiegelungen).Die SO(3) der r�aumlihen Drehungen ist eine niht-kommutative kontinuierlihe Gruppe(Lie-Gruppe) mit drei Parametern, als die h�au�g die Euler-Winkel �; �;  gew�ahlt wer-den. Sie enth�alt als Untergruppen die ebene Drehgruppe SO(2), eine kommutative konti-nuierlihe Gruppe mit einem Parameter, aber auh Gruppen mit endlih vielen Elemten(Punktgruppen), zum Beispiel die Symmetriegruppen der regul�aren Polyeder, die in derMolek�ul- und Kristallphysik eine bedeutende Rolle spielen.Benutzt man zur Darstellung den dreidimensionalen Raum der Ortsvektoren mit denKomponenten x; y; z, so ergibt sih bei einer Drehung Dz(�) um die z-Ahse mit demDrehwinkel � x0 = x os�� y sin�+ z � 0y0 = x sin�+ y os�+ z � 0z0 = x � 0 + y � 0 + z � 1 ;die zugeh�orige Drehmatrix ist also~Dz(�) = 0B� os� � sin� 0sin� os� 00 0 11CA :Eine beliebige Drehung l�a�t sih mit Hilfe der Euler-Winkel zusammensetzen auseiner Drehung D̂z(�) um die raumfeste z-Ahse: x; y; z ! �x; �y; z ,einer Drehung D̂�y(�) um die neue y-Ahse: �x; �y; z ! ~x; �y; z0 ,einer Drehung D̂z0() um die k�orperfeste z-Ahse: ~x; �y; z0 ! x0; y0; z0zu der Gesamtdrehung mit der Matrix~D(�; �; ) = ~Dz0() ~D�y(�) ~Dz(�) :Durh Einsetzen und Ausmultiplizieren ergibt sih~D(�; �; ) =  os� � sin� 0sin� os� 00 0 1! os � 0 sin �0 1 0� sin � 0 os � ! os  � sin  0sin  os  00 0 1!=  os� os � os  � sin� sin  � os� os � sin  � sin� os  os� sin �sin� os � os  + os� sin  � sin� os � sin  + os� os  sin� sin �� sin � os  sin � sin  os � ! :Man kann sih leiht davon �uberzeugen, da� diese Matrix unit�ar ist.Vektoren im dreidimensionalen Raum sind geometrishe Objekte, sie besitzen einen Betragund eine Rihtung und sind unabh�angig von der Wahl der Koordinatenahsen. In einerspeziellen Basis werden sie dargestellt durh drei Komponenten, die sih beim Basiswehsel73



in der gleihen Weise transformieren wie die Komponenten (x; y; z) des Ortsvektors, alsomit der Drehmatrix ~D: A0i =Xm Dik Am :Mit Hilfe der Vektoren lassen sih weitere geometrishe Gr�o�en konstruieren, die eine vomKoordinatensystem unabh�angige Bedeutung haben, w�ahrend sie in einer speziellen Basisdargestellt werden durh einen Satz von Komponenten, die sih beim Basiswehsel in ha-rakteristisher Weise transformieren. Dazu geh�oren die Skalare mit nur einer Komponenteund dem Transformationsgesetz A0 = Aund die Dyaden mit neun Komponenten Aij und dem TransformationsgesetzA0ij =Xm;nDimAmnD�1nj =Xm;nDimDjnAmn :Allgemein wird ein Tensor der Stufe (\rank") k de�niert als eine geometrishe, also von derWahl der Koordiantenahsen unabh�angige, Gr�o�e mit 3k Komponenten und dem Trans-formationsgesetz A0ij:::k = Xm;n;:::;pDimDjn : : : DkpAmn:::p :Entsprehend dieser De�nition sind Skalare, Vektoren und Dyaden Tensoren der Stufen0,1 und 2. Bei einer Drehung werden die 3k alten Komponenten eines Tensors der Stufek auf lineare Weise in die 3k neuen Komponenten transformiert. Sie liefern daher eine3k-dimensionale Darstellung der Drehgruppe durh 3k�3k-Matrizen. Bei k = 0 (Skalar)handelt es sih um die triviale Darstellung.Die neun Komponenten einer Dyade (Tensor der Stufe 2) f�uhren zu einer neundimensionalenDarstellung der Drehgruppe. Zum Beispiel ergibt sih f�ur die die Drehung Dz(�) die Matrix0BBBBB� os2 � � sin� os� 0 � sin� os� sin2 � 0 0 0 0sin� os� os2 � 0 � sin2 � � sin� os� 0 0 0 00 0 os� 0 0 � sin� 0 0 0sin� os� � sin2 � 0 os2 � � sin� os� 0 0 0 0sin2 � sin� os� 0 sin� os� os2 � 0 0 0 00 0 sin� 0 0 os� 0 0 00 0 0 0 0 0 os� � sin� 00 0 0 0 0 0 sin� os� 00 0 0 0 0 0 0 0 1
1CCCCCADiese Matrix ist, als Drehmatrix, unit�ar bzw. orthonormiert und hat die Determinante +1.W�ahrend die Darstellungen f�ur k = 0 und k = 1 irreduzibel sind, gilt das f�ur k � 2 niht.Aus den neun Komponenten Aik einer Dyade lassen sih die folgenden LinearkombinationenBm bilden, die zu einer Reduktion der Matrix f�uhren:B1 = 1p3 (A11 +A22 +A33) B5 = 1p2 (A11 �A22)B6 = 1p2 (A31 +A13)B2 = 1p2 (A23 �A32) B7 = 1p6 (2A33 �A11 �A22)B3 = 1p2 (A12 �A21) B8 = 1p2 (A23 +A32)B4 = 1p2 (A31 �A13) B9 = 1p2 (A12 +A21)B1 bezeihnet man als Skalar (Spur) der Dyade, B2; B3; B4 als die Komponenten des Vektorsder Dyade. Der �Ubergang von den alten Komponenten Aij zu den neuen Bk bedeutet einenWehsel der Basis mit einer unit�aren Transformationsmatrix ~U . Die Drehmatrix geht dabei�uber in ~D0 = ~U ~D ~U�174



und erh�alt die Form 0BBBB� D11 0 0 0 0 0 0 0 00 D22 D23 D24 0 0 0 0 00 D32 D33 D34 0 0 0 0 00 D42 D43 D44 0 0 0 0 00 0 0 0 D55 D56 D57 D58 D590 0 0 0 D65 D66 D67 D68 D690 0 0 0 D75 D76 D77 D78 D790 0 0 0 D85 D86 D87 D88 D890 0 0 0 D95 D96 D97 D98 D991CCCCASie zerf�allt also in drei Untermatrizen, die zu Darstellungen mit den Dimensionen 1, 3 und 5geh�oren.Allgemein l�a�t sih mit Hilfe der Gruppentheorie zeigen, das die 3k-dimensionale Darstel-lung der Drehgruppe durh die Komponenten des Tensors der Stufe k reduzibel ist unddie Reduktion im wesentlihen zu einer (2k + 1)-dimensionalen irreduziblen Darstellungf�uhrt. Man gelangt so zu irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe mit ungeradzahligenDimensionen. Au�er den durh Tensoren vermittelten irreduziblen Darstellungen derDrehgruppe mit ungerader Dimension (2k+1) gibt es auh noh solhe der Dimension 2k.Die geometrishen Gebilde, deren Komponenten zu diesen Darstellungen f�uhren, hei�enSpinoren.b) Drehung von Tensor- und SpinorfeldernZu den physikalishen Systemen, die man Drehungen unterwerfen kann, geh�oren auhFelder, d.h. ein- oder mehrkomponentige Funktionen des Ortsvektors r .Ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt des Raumes einen reellen oder komplexen Funktions-wert f(r) zu. Die Wellenfunktionen  (r ) sind Beispiele f�ur komplexwertige Skalarfelder.Bei der Drehung des Feldes gegen�uber dem raumfesten Koordinatensystem entsteht einever�anderte Zuordnung der Funktionswerte zu den Raumpunkten ("Drehb�uhne\), und zwargilt f 0(r) = D̂ f(r) = f(�r) = f(D̂�1r) ;oder bei Wahl einer bestimmten Basis (Koordinatensystem)f 0(x; y; z) = D̂ f(x; y; z) = f(�x; �y; �z) :Dabei ist �P =̂ (�x; �y; �z) derjenige Punkt, der bei der Drehung in P =̂ (x; y; z) �ubergeht. Spe-ziell gilt bei einer Drehung um den Winkel � um die z-Ahsef 0(x; y; z) = f(x os�+ y sin�;�x sin�+ y os�; z) :F�ur in�nitesimale Drehwinkel d� folgt darausf 0(x; y; z) = f(x+ y d�; y � x d�; z)= f(x; y; z)� (x�f�y � y�f�x ) d� ;oder, wegen der De�nition des Drehimpulsoperators L̂zf 0(x; y; z) = (1̂� d� {�hL̂z) f(x; y; z) :F�ur endlihe Drehungen D̂z(�) erh�alt man dannf 0(x; y; z) = D̂z(�) f(x; y; z) = exp(�� {�hL̂z) f(x; y; z) :Bei Drehungen um die anderen Koordinatenahsen gelten entsprehende Formeln.75



Ein Skalarfeld sei gegeben durh f(x; y; z) = x2, dann ist bei einer Drehung Dz(�)f 0(x; y; z) = (x os�+ z sin�)2 :Die Reihenentwiklung des Exponentialoperators ergibt dagegenf 0(x; y; z) = 1Xk=0 1k! (��)k(x ��y � y ��x )kf(x; y; z)= x2 + 2xy�11! � 2(x2 � y2)�22! � 8xy�33! + 8(x2 � y2)�44! + : : : :Durh Umordnen und Zusammenfassen wird darausf 0(x; y; z) = x2 + xy sin 2�� (x2 � y2) sin2� ;in �Ubereinstimmung mit dem obigen Ausdruk.Bei der Drehung eines mehrkomponentigen Feldes, z.B. eines Vektorfeldes A(r), mu�zus�atzlih ber�uksihtigt werden, da� sih auh die Zerlegung in Komponenten bez�uglihder Koordinatenahsen �andert.
����������� �������������........................................�PP� AA0

�xx�yyEin Vektor A, der sih vor der Drehung am Raumpunkt �P be�ndet und dort die Kompo-nenten Ax(�P); Ay(�P); Az(�P) hat, geht �uber in einen Vektor A0 am Raumpunkt P mit denKomponenten A0x(�P); A0y(�P); A0z(�P). Dabei gilt f�ur eine Drehung D̂z(�):A0x(�P) = Ax(�P) os��Ay(�P) sin�+Az(�P) � 0A0y(�P) = Ax(�P) sin�+Ay(�P) os�+Az(�P) � 0A0z(�P) = Ax(�P) � 0 +Ay(�P) � 0 +Az(�P) � 1 :Nah Ersetzung des Arguments �P =̂ �x; �y; �z durh P =̂x; y; z wie oben wird darausA0x(x; y; z) = Ax(�x; �y; �z) os��Ay(�x; �y; �z) sin�= Ax(x os�+ y sin�;�x sin�+ y os�; z) os ��Ay(x os�+ y sin�;�x sin�+ y os�; z) sin� :F�ur in�nitesimale Drehwinkel d� ergibt sih damitA0x(x; y; z) = Ax(x; y; z) � [(x�Ax�y � y�Ax�x ) +Ay(x; y; z)℄ d� :F�ur die beiden anderen Komponenten folgt auf analoge WeiseA0y(x; y; z) = Ay(x; y; z) � [(x�Ay�y � y�Ay�x )�Ax(x; y; z)℄ d�A0z(x; y; z) = Az(x; y; z)� (x�Az�y � y�Az�x ) d� :76



Diese drei Beziehungen lassen sih zu einer Vektorgleihung zusammenfassen, die der obi-gen Beziehung f�ur Skalarfelder enspriht:A0(x; y; z) = (1̂� d� {�hĴz)A(x; y; z) :Dabei wird der Drehimpulsoperator Ĵz de�niert durhĴz = �{�h (x ��y � y ��x) + �h0� 0 �{ 0+{ 0 00 0 01A = L̂z + Ŝz :Hier stimmt der erste Summand, L̂z, �uberein mit dem entsprehenden Operator f�ur einSkalarfeld. Er beshreibt die Auswirkung des �Ubergangs von �P nah P (Orts�anderung). Derzweite, Ŝz, r�uhrt her von der ge�anderten Komponentenzerlegung (Rihtungs�anderung).Man bezeihnet ihn als die z-Komponente des \Spins" des Vektorfeldes. Im Gegensatzzum Di�erentialoperator L̂z wird er, wie auh die beiden �ubrigen Komponenten von Ŝ ,durh eine dreidimensionale Matrix dargestellt:Ŝx = �h0� 0 0 00 0 �{0 +{ 0 1A ; Ŝy = �h0� 0 0 +{0 0 0�{ 0 0 1A ; Ŝz = �h0� 0 �{ 0+{ 0 00 0 01A :F�ur endlihe Drehungen erh�alt man dannA0(x; y; z) = exp(�� {�hĴz)A(x; y; z) ;entsprehend der obigen Beziehung f�ur Skalarfelder.Ein homogenes Vektorfeld sei gegeben durh A(x; y; z) = (a; 0; 0). Bei einer Drehung um denWinkel � um die z-Ahse ist dannA0(x; y; z) = exp(�� {�hŜz)A(x; y; z) ;da der Di�erentialoperator L̂z keinen Beitrag liefert. In Komponenten geshrieben lautetdiese Beziehung A0xA0yA0z ! = exp" 0 �� 0� 0 00 0 0!# AxAyAz ! =  os� � sin� 0sin� os� 00 0 1! AxAyAz ! ;dabei wurde die Reihenentwiklung der Expoenetialfunktion benutzt. Das Ergebnis stimmt�uberein mit der Formel f�ur die Drehung eines konstanten Vektors.In entsprehender Weise gilt f�ur Tensorfelder beliebiger Stufe und ebenso f�ur Spinor-felder, da� sih der Operator Ĵ des Gesamtdrehimpulses zusammensetzt aus einem\Bahndrehimpuls"-Operator L̂ und einem \Spin"-Operator Ŝ :Ĵ = L̂+ Ŝ :Dabei sind die drei Komponenten von L̂ Di�erentialoperatoren, die drei Komponentenvon Ŝ dagegen Matrizen. F�ur ein Tensorfeld der Stufe k sind diese 3k-dimensional, beiBenutzung der irreduziblen Komponenten (2k + 1)-dimensional, und f�ur ein Spinorfeld2k-dimensional.F�ur ein Spinorfeld mit zwei Komponenten gilt, wie im folgenden Abshnitt gezeigt werdenwird, Ŝx = 12�h� 0 +1+1 0 � ; Ŝy = 12�h� 0 �{+{ 0 � ; Ŝz = 12�h�+1 00 �1� :Es handelt sih also, bis auf den Faktor �h=2, um die Pauli-Matrizen.77



F�ur den Operator der Drehung eines beliebigen Feldes um den Winkel � um die z-Ahsefolgt damit D̂z(�) = exp(�� {�hĴz)und f�ur eine allgemeine Drehung mit den Euler-Winkeln �; �; D̂(�; �; ) = D̂z00()D̂y0(�)D̂z(�) = D̂z(�)D̂y(�)D̂z()= exp(�� {�hĴz) exp(�� {�hĴy) exp(� {�hĴz) :Der Drehoperator f�ur ein Feld ist damit dargestellt als Funktion des DrehimpulsoperatorsĴ , der gleihe Zusammenhang besteht dann auh zwishen den zugeh�origen Matrixele-menten der Operatoren in einer Basis des Zustandsraumes.) DrehimpulsoperatorenDie bisherigen Betrahtungen in diesem Kapitel hatten noh keinen direkten Bezug zurQuantenmehanik. Es trat zwar der shon fr�uher eingef�uhrte Operator L̂ des Bahndre-himpulses auf, aber nur als andere Shreibweise f�urX̂k = {�h L̂k ;den Generator einer Drehung um die xk-Ahse.Die Drehung eines quantenmehanishen Systems, zum Beispiel Dz(�)um � um die z-Ahse, f�uhrt zur Ver�anderung seiner Zust�ande. Sie induziert damit eine unit�are Transfor-mation im Hilbertraum der Zustandsvektoren, in unserem Beispielj 0i = D̂z(�) j i = exp(�� {�hĴz) j i :Dabei ist Ĵz zun�ahst nur eine Abk�urzung f�ur das (�{�h) -fahe des Generators X̂z derDrehung. Man gelangt so zu einer weiteren Darstellung der Drehgruppe, deren Dimensionallerdings im allgemeinen abz�ahlbar-unendlih ist. F�ur den bisher fast ausshlie�lih be-handelten Fall eines Massenpunktes mit s = 3 in einem Potentialfeld werden die Zust�andein der Ortdarstellung durh Wellenfunktionen, also Skalarfelder, dargestellt. Der OperatorĴz stimmt daher in diesem Fall �uberein mit dem shon fr�uher de�nierten Bahndrehim-pulsoperator L̂z. F�ur ein beliebiges quantenmehanishes System wird jetzt der Drehim-pulsoperator Ĵz de�niert mit Hilfe des Generators der Drehung:Ĵz = � {�h X̂zund analog die beiden anderen Komponenten Ĵx und Ĵy.In entsprehender Weise wird der Operator des Linearimpulses eines beliebigen quanten-mehanishen Systems �uber den Vershiebungsoperator de�niert:j 0i = T̂z(a) j i = exp(�a {�hp̂z) j i :Die besondere Struktur der Drehgruppe SO(3) dr�ukt sih in einer Beziehung aus, die dieNihtvertaushbarkeit von Drehungen um vershiedene Drehahsen wiedergibt:D̂x(�) D̂y(�) = D̂e D̂y(�) D̂x(�) ;78



D̂e ist im allgemeinen niht der Operator 1̂. Durh Erweitern von rehts mit D̂�1x (�) undD̂�1y (�) folgt D̂e = D̂x(�) D̂y(�) D̂�1x (�) D̂�1y (�) :F�ur dem Betrage nah hinreihend kleine Winkel � und � ergibt die Entwiklung bis zuTermen 2. Ordnung einshlie�lih~De = 0B� 1 0 00 1� �22 ��0 � 1� �22 1CA0B� 1� �22 0 �0 1 0�� 0 1� �22 1CA0B� 1 0 00 1� �22 �0 �� 1� �22 1CA0B� 1� �22 0 �0 1 0�� 0 1� �22 1CA= 0B� 1 ��� 0�� 1 00 0 11CA = ~Dz(��) :Das Einsetzen dieses Ausdruks f�ur D̂e in die Ausgangsgleihung ergibt die bis zu Termen2. Ordnung in j�j; j�j einshlie�lih g�ultige BeziehungD̂x(�) D̂y(�) = D̂z(��) D̂y(�) D̂x(�) :Ersetzt man in ihr die Drehoperatoren D̂ durh die Drehimpulsoperatoren, zum BeispielD̂x(�) = exp(�� {�hĴx) ;so ergibt sih die fundamentale Vertaushungsrelation f�ur Drehimpulskomponenten:ĴxĴy � ĴxĴy = [Ĵx; Ĵy℄ = {�h Ĵz :Sie folgt allein aus der Struktur der Drehgruppe, unabh�angig vom Charakter des gedrehtenSystems, und de�niert, zusammen mit den beiden aus ihr durh zyklishe Vertaushunghervorgehenden Beziehungen, allgemein einen Drehimpulsoperator Ĵ = (Ĵx; Ĵy; Ĵz)Ĵ � Ĵ = {�h Ĵ :Er hat, als Vektoroperator, drei Komponenten und ein BetragsquadratĴ2 = Ĵ2x + Ĵ2y + Ĵ2z :W�ahrend die Komponentenoperatoren niht miteinander kommutieren, kann man durhmehrfahe Anwendung der Vertaushungsrelationen zeigen, da�[Ĵ2; Ĵx℄ = [Ĵ2; Ĵy℄ = [Ĵ2; Ĵz ℄ = 0̂ :Die einzelnen Komponenten des Drehimpulses sind also niht gleihzeitig me�bar, wohlaber eine beliebige Komponente und das Betragsquadrat des Drehimpulses. Statt derkartesishen Komponenten eines Drehimpulsoperators verwenden wir im folgenden diesph�arishen Komponenten Ĵ+1; Ĵ0; Ĵ�1, die de�niert sind durhĴ+1 = � 1p2 (Ĵx + { Ĵy) ; Ĵ0 = Ĵz ; Ĵ�1 = + 1p2 (Ĵx � { Ĵy) :Im Gegensatz zu Ĵ0 sind die Operatoren Ĵ+1 und Ĵ�1 niht hermitesh, es gilt n�amlihĴy+1 = � Ĵ�1 ; Ĵy�1 = � Ĵ+1 :79



Sie stellen daher keine me�baren physikalishen Gr�o�en dar, haben keine reellen Eigen-werte und sind nur Rehenhilfsmittel. F�ur die sph�arishen Komponenten lauten die Ver-taushungsregeln: [Ĵ+1; Ĵ�1℄ = � �h Ĵ0 ; [Ĵ�1; Ĵ0℄ = � �h Ĵ�1 :Der Operator des Betragsquadrats vertausht auh mit den sph�arishen Komponenten:[Ĵ2; Ĵq℄ = 0̂ ; q = 0;�1 :Durh die Kommutatorregeln sind die Eigenwerte und Eigenvektoren eines Drehimpuls-operators weitgehend festgelegt, unabh�angig von der speziellen Natur des quantenmeha-nishen Systems. Um das zu zeigen, betrahten wir die gemeinsamen Eigenvektoren derbeiden kommutierenden Operatoren Ĵ2 und Ĵ0 zu den Eigenwerten � und m. Sie gen�ugenalso den Eigenwertgleihungen Ĵ2 j��mi = � �h2 j��miĴ0 j��mi = m �h j��mi :Hier bezeihnet � die Eigenwerte derjenigen Observablen �̂, die zusammen mit Ĵ2 und Ĵ0einen C.S.C.O. bilden. Aus der letzten Vertaushungsregel folgtĴ0 Ĵ+1j��mi = Ĵ+1(Ĵ0 + �h)j��mi = (m+ 1)�h j��mi :Der Zustandsvektor Ĵ+1j��mi ist also ein Eigenvektor von Ĵ0 zum Eigenwert m+ 1. Daaber Ĵ0 sowohl mit Ĵ2 als auh mit den zu �̂ geh�orenden Operatoren kommutiert, gibtes zu gegebenem �; �;m bis auf einen konstanten Faktor nur einen Zustandsvektor (keineEntartung), es mu� also sein Ĵ+1j��mi = �m j��m+1i :Ĵ+1 erh�oht daher den Eigenwert von Ĵ0 um 1, man bezeihnet ihn deshalb auh als \step-up"-Operator. Auf die gleihe Weise folgt, da� Ĵ�1 ein \step-down"-Operator ist:Ĵ�1j��mi = +Dm j��m�1i :Durh n-fahe Anwendung von Ĵ+1 erh�oht sih dann der Eigenwert von Ĵ0 von m aufm+ n. Dieser Proze� l�a�t sih aber niht beliebig weit fortsetzen. Weil Ĵx hermitesh ist,gilt n�amlih h��mjĴ2x j��mi � 0 ;und ebenso f�ur Ĵ2y und Ĵ2z . Damit ist aber auhh��mjĴ2j��mi � 0 :Andererseits gilt f�ur diesen OperatorĴ2 = Ĵ2x + Ĵ2y + Ĵ2z = �Ĵ+1Ĵ�1 + Ĵ20 � Ĵ�1Ĵ+1= �2Ĵ+1Ĵ�1 + Ĵ0(Ĵ0 � �h)= �2Ĵ�1Ĵ+1 + Ĵ0(Ĵ0 + �h) :Wegen der Beziehung zwishen Ĵ+1 und Ĵ�1 ergibt sih dann�h��mjĴ�1Ĵ+1j��mi = h��mjĴy+1Ĵ+1j��mi � 0= 12 h��mjĴ2 � Ĵ0(Ĵ0 + �h)j��mi= 12 [��m(m+ 1)℄ �h2 :80



Diese Ungleihung ist aber bei gegebenem � niht f�ur beliebig gro�e Werte vonm erf�ullbar.Es gibt also einen gr�o�ten Wert m+ von m, so da�Ĵ+1j��m+i = 0 ! m+(m+ + 1) = � :Ebenso folgt die Existenz eines kleinsten Wertes m� mitĴ�1j��m�i = 0 ! m�(m� � 1) = � :Aus diesen beiden Beziehungen ergibt sih m+ = �m� = j. Damit ist auh der Eigenwertvon Ĵ2 festgelegt: � = j(j + 1) �h2 :Da die Anzahl der Shritte zwishen m� und m+ eine ganze Zahl sein mu�, kann j nurhalb- oder ganzzahlige Werte annehmen. Wir bezeihnen die gemeinsamen Eigenvektorenvon Ĵ2 und Ĵ0 von jetzt an mit j�jmi, wobeim = +j;+j � 1; : : : ;�j + 1;�j :Wegen der De�nition von Cm istjCmj2 = h� j mjĴy+1Ĵ+1j� j mi = 12(j �m)(j +m+ 1) �h2 :Dadurh wird Cm nur bis auf einen willk�urlihen unimodularen Faktor festgelegt, derkonventionsgem�a� als 1 gew�ahlt wird. F�ur die Matrix von Ĵ+1, und auf entsprehendeWeise f�ur die von Ĵ�1, ergibt sih in der Basis der j� j mih�� �j �mjĴ+1j� j mi = � Æ���Æ�jjÆ �m;m+1 C+m(j;m)h�� �j �mjĴ�1j� j mi = � Æ���Æ�jjÆ �m;m�1 C�m(j;m) :Diese Matrizen sind weder diagonal noh hermitesh. Aus ihnen ergeben sih durh Um-rehnung diejenigen f�ur Ĵx und Ĵy:h�� �j �mjĴxj� j mi = + Æ���Æ�jj 1p2 (Æ �m;m+1C+m(j;m) + Æ �m;m�1 C�m(j;m)) :h�� �j �mjĴyj� j mi = � Æ���Æ�jj {p2 (Æ �m;m+1C+m(j;m)� Æ �m;m�1 C�m(j;m)):Sie sind hermitesh, denn Ĵx und Ĵy stellen Observablen dar, aber niht diagonal, imGegensatz zu denen f�ur Ĵz und Ĵ2:h���j �mjĴ2j� j mi = Æ��� Æ�jj Æ �mm j(j + 1) �h2h���j �mjĴ0j� j mi = Æ��� Æ�jj Æ �mmm �h :Im unendlih-dimensionalen Hilbertraum der Zustandsvektoren j� j mi werden durhr�aumlihe Drehungen unit�are Transformationen induziert:D̂ j� j mi = X��;�j; �mD(��; �j; �m;�; j;m) j�� �j �mi ;und man erh�alt mit den D(��; �j; �m;�; j;m) eine unendlih-dimensionale Darstellung derDrehgruppe. Da aber �̂ und Ĵ2 mit einer Drehung D̂, harakterisiert durh die Euler-Winkel �; �; , kommutieren, fallen bei der Summation alle Terme mit �� 6= � oder �j 6= jweg: D̂(�; �; ) j� j mi = jXm=�jD(j)�mm(�; �; ) j�� �j �mi :81



Die (2j +1)-dimensionalen Unterr�aume mit festem � und j gehen also in sih selbst �uber.Die Darstellung ist daher reduzibel und zerf�allt in irreduzible Darstellungen der Dimension2j + 1.In einem solhen Unterraum wird zum Beispiel die Matrix von Ĵz gegeben durh~Jz = �h0BBB��{j 0 � � � 0 00 �{(j � 1) � � � 0 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 � � � +{(j � 1) 00 0 � � � 0 +{j1CCCA ;und es ergibt sih f�ur die Matrix der Drehung D̂z(�)~Dz(�) = exp(�� {�hĴz) = ~D(j)(�; 0; 0) = 0BBB� e�{j� 0 � � � 0 00 e�{(j�1)� � � � 0 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 � � � e+{(j�1)� 00 0 � � � 0 e+{j�1CCCA :Falls der Hamiltonoperator sph�arish-symmetrish ist, stellen sowohl die kartesishen undsph�arishen Komponenten als auh das Betragsquadrat des Drehimpulses Erhaltungs-gr�o�en dar: [Ĥ; D̂℄ = 0̂ ! [Ĥ; Ĵk℄ = [Ĥ; Ĵ2℄ = 0̂ :F�ur die Eigenzust�ande der Energie gilt in diesem FallĴ+1 Ĥ j� j mi = E(�; j;m) Ĵ+1 j� j mi = �CmE(�; j;m) j� j miund andererseits wegen [Ĥ; Ĵ+1℄ = 0̂= Ĥ Ĵ+1 j� j mi = �Cm Ĥ j� j m+ 1i = �CmE(�; j;m + 1) j� j m+ 1i :Durh Vergleih folgt E(�; j;m + 1) = E(�; j;m), der Eigenwert der Energie h�angt alsoniht von der Quantenzahl m ab (m-Entartung).d) ElektronenspinWenn die Kugelsymmetrie des Hamiltonoperators durh ein �au�eres Feld, zum Beispielein Magnetfeld, zerst�ort wird, wird dadurh die m-Entartung aufgehoben und die 2j + 1Zust�ande, die zum gleihen j geh�oren, aber sih um m untersheiden, erhalten wegen ih-rer untershiedlihen Ausrihtung im �au�eren Feld auh untershiedlihe Energien (zumBeispiel beim Zeeman-E�ekt) . In einem inhomogenen Magnetfeld treten au�erdem unter-shiedlihe Kr�afte auf, die zu einer r�aumlihen Trennung dieser Zust�ande f�uhren (Stern-Gerlah-Versuh). Aus der beobahteten Aufspaltung kann man dann direkt auf den Wertvon j shlie�en.F�ur ein System, das n�aherungsweise aus einem einzelnen Elektron in einem radialen Po-tentialfeld besteht (Silberatom), ergibt sih dabei entgegen der Erwartung j = 12 . DasSystem verh�alt sih also bei Drehungen wie ein Spinorfeld, in der Ortsdarstellung werdendaher jedem Raumpunkt r zwei Funktionswerte zugeordnet. Die Annahme, da� ein Elek-tron sih wie ein Massenpunkt mit drei Freiheitsgraden verh�alt und sein Zustand durhdie drei Koordinaten seines Ortes r festgelegt ist, kann deshalb niht aufrehterhaltenwerden. Bei gegebenem Ort wird der Zustand erst durh die Angabe einer weiteren Ei-genshaft festgelegt, die zwei Werte annehmen kann. Das Elektron hat also, im Gegensatz82



zu einem klassishen Massenpunkt, einen vierten (inneren) Freiheitsgrad (s = 4), der seinVerhalten bei Drehungen beeinu�t und als Spin bezeihnet wird. Er l�a�t sih durh einenDrehimpulsoperator beshreiben, dessen Betragsquadrat den festen Wert 12 hat, und dermit dem Ortsoperator kommutiert: Ŝ = (Ŝx; Ŝy; Ŝz) :Der Raum seiner Eigenzust�ande (Spinraum) ist zweidimensional, eine Basis wird gegebendurh die gemeinsamen Eigenvektoren von Ŝ2 und Ŝz:j 12 + 12i =̂  10! ; j 12 � 12i =̂  01! :In dieser Basis nehmen die Matrizen der Spinkomponenten die Gestalt~Sx = �h2 �x = �h2  0 11 0! ; ~Sy = �h2 �y = �h2  0 �{{ 0! ; ~Sz = �h2 �z = �h2  1 00 �1!an, �x; �y und �z werden als Paulishe Spinmatrizen bezeihnet. Auh hier ist die Kom-mutatorregel f�ur Drehimpulskomponenten erf�ullt:[ ~Sx; ~Sy℄ = {�h ~Sz :Aus den Matrizen f�ur die Spinkomponenten ergeben sih die Drehmatrizen f�ur ein Spinor-feld, zum Beispiel f�ur die Drehung um die z-Ahse um den Winkel �:~Dz(�) = exp(�� {�h ~Sz) = exp ��{ �2� 1 00 �1�� = � e�{�=2 00 e+{�=2 � :Die "sph�arishen\ Komponenten eines Zweierspinors �andern sih bei einer Drehung Dz(�)also entsprehend der Beziehung a0+1=2a0�1=2 ! =  e�{�=2 a+1=2e+{�=2 a�1=2 ! :De�niert man seine "kartesishen\ Komponenten durha� = + 1p2 (a+1=2 + { a�1=2) ; a� = � 1p2 ((a+1=2 � { a�1=2) ;so ergibt sih f�ur ihr Verhalten bei dieser Drehung a0�a0� ! == � os�=2 � sin�=2sin�=2 os�=2 � a�a� ! :Spinoren �andern also bei einer Drehung um 2� ihr Vorzeihen und erreihen erst naheiner Drehung um 4� wieder die Ausgangssituation (Hinweis auf Dira-Konstruktion).Da ein Elektron vier Freiheitsgrade hat, mu� eine Basis des Zustandsraumes aus dengemeinsamen Eigenvektoren eines C.S.C.O. von vier Observablen bestehen. Zu den Orts-variablen x; y; z mu� noh eine "innere\ Variable � hinzutreten, als die, bis auf den Faktor�h, der Wert der z-Komponente des Spins gew�ahlt wird. Sie hat daher nur die beiden m�ogli-hen Werte � 12 . Die Zustandsvektoren jx y z �i bilden die Basis der Orts-Spin-Darstellung,ein beliebiger Zustandsvektor j i wird wegenj i = X�=�1=2 +1Z�1 +1Z�1 +1Z�1  (x; y; z; �) jx y z �i dx dy dz83



dargestellt durh eine Wellenfunktion (Komponentendihte)  (x; y; z; �), die au�er vomOrt auh noh von der Spinvariablen abh�angt. Sie ist im allgemeinen komplexwertig, undj (x; y; z; �)j2 dx dy dzstellt die Wahrsheinlihkeit dar, bei einer Messung das Elektron im Volumenelementdx dy dz am Ort (x; y; z) mit der Spinprojektion � anzutre�en. Da � nur zwei Werteannimmt, l�a�t sih  shreiben als (x; y; z; �) = ( +1=2(x; y; z) : � = + 12 �1=2(x; y; z) : � = � 12 ;stellt also ein Funktionenpaar dar, dem in der Ortsdarstellung ein zweidimensionales Spi-norfeld entspriht: j i =̂  +1=2(x; y; z) �1=2(x; y; z)! :Das Skalarprodukt zweier Zustandsvektoren nimmt in der Orts-Spin-Darstellung die Formhajbi = X�=�1=2 +1Z�1 +1Z�1 +1Z�1  �a(x; y; z; �) b(x; y; z; �) dx dy dzan, daraus folgt f�ur gebundene Zust�ande die Normierungsbedingungh j i = X�=�1=2 +1Z�1 +1Z�1 +1Z�1 j (x; y; z; �)j2 dx dy dz = 1 :Die rehte Seite l�a�t sih shreiben als+1Z�1 +1Z�1 +1Z�1 j +1=2(x; y; z; �)j2 dx dy dz + +1Z�1 +1Z�1 +1Z�1 j �1=2(x; y; z; �)j2 dx dy dz :Das erste dieser beiden Integrale stellt die Wahrsheinlihkeit dar, das Elektron irgendwomit der Spinprojektion +�h=2 anzutre�en, entsprehend das zweite die f�ur ��h=2.Die Basisvektoren des Spinraumes lassen sih ebenfalls als Funktion der Spinvariablendarstellen: j 12 msi =̂ vms(�) = Æ(�;ms) ;damit wird ihre Orthonormalit�atsbedingung gegeben durhh 12 �msj 12 msi = X�=�1=2 v��ms(�) vms(�) = Æ( �ms;ms) :Eine beliebige Wellenfunktion kann man auf diese Weise in Orts- und Spinanteile zerlegen: (x; y; z; �) =  +1=2(r) v+1=2(�) +  �1=2(r) v�1=2(�) :Die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung lautet in dieser DarstellungĤ  (r ; �) = E  (r ; �) ;dabei gilt f�ur ein Elektron im Potentialfeld V (r) wie vorherĤ = � �h22m0 r2 + V (r) :84



In der Ortsdarstellung wird darausr2  +1=2 �1=2 !+ 2m0�h2 [E � V (r)℄  +1=2 �1=2 ! =  00! :Da der Hamiltonoperator niht auf die Spinvariable � wirkt, zerf�allt diese Spinor-Di�erentialgleihung in zwei ungekoppelte identishe Gleihungen der Formr2  ms + 2m0�h2 [E � V (r)℄ ms = 0 :Sie stimmen mit der zeitunabh�angigen Shr�odinger-Gleihung f�ur ein spinloses Elektron�uberein. Ihre L�osungen werden als Orbitale bezeihnet, speziell f�ur ein Radialfeld V (r) gilt ms(r) = u(ms)nlml(r) = 1r P (ms)nl (r)Yl;ml(#; ') :Dabei ist unlml(r) eine gemeinsame Eigenfunktion der drei Operatoren f̂r; L̂2; L̂z zu denEigenwerten nr(= n� l � 1); l;ml. Die zugeh�orige Wellenfunktion nlmlms(r ; �) = unlml(r) vms(�)bezeihnet man als Spinorbital. Sie ist zus�atzlih eine Eigenfunktion des Operators Ŝz zumEigenwert ms.Die Energie des durh diese Wellenfunktion beshriebenen Zustandes h�angt wegen derKugelsymmetrie von Ĥ weder von ml noh von ms ab (m-Entartung), zu gegebenem nund l geh�oren daher 2(2l + 1) vershiedene Zust�ande gleiher Energie. Speziell f�ur einCoulombfeld mit V (r) = � Ze20rkommt noh die l-Entartung hinzu, der Entartungsgrad des Niveaus mit der Hauptquan-tenzahl n ist daher 2n2.Die Gesamtzahl der Eigenvektoren jn lmlmsi von Ĥ, die eine Basis des Zustandsraumesbilden, ist also doppelt so gro� wie f�ur ein Einelektronensystem ohne Spin, die zugeh�origenOrbitale unlml(r) und Energie-Eigenwerte Enl sind aber die gleihen. so da� sih f�ur einsolhes Einelektronensystem der Spin experimentell niht bemerkbar maht. Da aber dasElektron ein elektrish geladenes Teilhen darstellt, hat sein Spin als ein mit einer Rotationverbundener innerer Drehimpuls zur Folge, da� ein magnetishes Dipolmoment�s = � e0m0 Ŝauftritt, ebenso wie der Bahndrehimpuls das magnetishe Moment�l = � e02m0 L̂erzeugt. Das f�uhrt dazu, da� bei Vorhandensein eines �au�eren Magnetfeldes der Hamilton-operator um Terme erg�anzt werden mu�, die die Wehselwirkung von �l und �s mit diesemFeld beshreiben (Zeeman-E�ekt) und zur Folge haben, da� die m-Entartung aufgehobenwird. Insbesondere f�uhrt die Wehselwirkung mit �s zu einem Zusatzterm von Ĥ, der aufdie Spinvariable � wirkt. Zwishen den beiden Gleihungen, in die die zeitunabh�angigeShr�odinger-Gleihung in der Ortsdarstellung zerf�allt, besteht dann eine Kopplung, diedie Energie-Eigenwerte in einer vom Spin abh�angigen Weise ver�andert.85



Auh ohne ein �au�eres Magnetfeld, also f�ur ein isoliertes Einelektronensystem, kommtes wegen der Wehselwirkung von �l und �s zu einem spinabh�angigen Zusatzterm desHamiltonoperators, der Spin-Bahn-Wehselwirkung (\spin-orbit interation")Ĥso = �(r) L̂�Ŝ :Da aber � proportional zu 1=2 ist, handelt es sih um einen relativistishen E�ekt 2.Ordnung. Er liefert zu den Eigenwerten der Energie einen Beitrag, der sih von dem deszentralen Coulombfeldes um einen Faktor Z�2fs untersheidet, wobei �fs die dimensions-lose Sommerfeldshe Feinstrukturkonstante�fs = e20�h � 1137bedeutet. Die dadurh hervorgerufene �Anderung der Energieniveaus wird als Feinstrukturbezeihnet.Der Spin des Elektrons und das zugeh�orige magnetishe Moment wurden hier ph�ano-menologish eingef�uhrt, da es sih um relativistishe E�ekte handelt, die niht ausder hier behandelten nihtrelativistishen Quantenmehanik abgeleitet werden k�onnen.Dira hat f�ur Einelektronensysteme mit einem relativistishen Hamiltonoperator einezur Shr�odinger-Gleihung analoge Beziehung (Dira-Gleihung) aufgestellt, aus der derElektronenspin und das zugeh�orige magnetishe Moment ohne Zusatzannahmen folgen.e) DrehimpulskopplungEin Zustandsvektor eines Systems mit s Freiheitsgraden ist festgelegt durh die Angabeder s Eigenwerte eines C.S.C.O., f�ur den er ein gemeinsamer Eigenvektor ist. F�ur einabgeshlossenes System stellen Betragsquadrat Ĵ2 und z-Komponente Ĵz des Gesamt-drehimpulses Erhaltungsgr�o�en dar und werden daher zwekm�a�ig als Mitglieder diesesC.S.C.O. verwendet, der dann noh um s � 2 weitere Operatoren, abgek�urzt durh �̂,erg�anzt werden mu�. Ihr gemeinsamer Eigenvektor wird mit j�J Mi bezeihnet.H�au�g l�a�t sih ein solhes System in zwei Teilsysteme mit den Freiheitsgraden s1 +s2 = s zerlegen. Die beiden zugeh�origen C.S.C.O. �̂1; Ĵ21 ; Ĵ1z und �̂2; Ĵ22 ; Ĵ2z haben jeweilsgemeinsame Eigenvektoren j�1 J1M1i und j�2 J2M2i. Aus ihnen kann man eine Basis desZustandsraumes des Gesamtsystems durh Bildung des direkten (Kroneker-) Produktsj�1 �2 J1M1 J2M2i = j�1 J1M1i 
 j�2 J2M2iaufbauen. Dabei kommutieren alle s1 Mitglieder des ersten C.S.C.O. mit allen s2 des zwei-ten, da sie auf untershiedlihe Variablen wirken. De�niert man nun einen VektoroperatorĴ durh Ĵk = Ĵ1k + Ĵ2k ;so stellt er ebenfalls einen Drehimpulsoperator dar, dennĴ 1 � Ĵ 1 = {�h Ĵ 1 ; Ĵ 2 � Ĵ 2 = {�h Ĵ 2 ! Ĵ � Ĵ = {�h Ĵ :Durh Anwendung der Kommutatorregel kann man zeigen, da�[Ĵ2; Ĵ21 ℄ = [Ĵ2; Ĵ22 ℄ = [Ĵz; Ĵ21 ℄ = [Ĵz; Ĵ22 ℄ = 0̂gilt, da� aber Ĵ2 und Ĵz niht mit Ĵ1z und Ĵ2z vertaushen:[Ĵ2; Ĵ1z ℄ = � [Ĵ2; Ĵ2z ℄ 6= 0̂ ; [Ĵz; Ĵ1z ℄ = � [Ĵz; Ĵ2z ℄ 6= 0̂ :86



Fa�t man die s1 � 2 Operatoren �̂1 und die s2 � 2 Operatoren �̂2 zu einem Satz �̂ vons� 4 Operatoren zusammen, so stellen sowohl die Vektoren j�J1M1 J2M2i als gemeinsa-me Eigenvektoren des C.S.C.O. �̂; Ĵ21 ; Ĵ1z ; Ĵ22 ; Ĵ2z , als auh die Vektoren j�J1 J2 J Mi alsgemeinsame Eigenvektoren des C.S.C.O. �̂; Ĵ21 ; Ĵ22 ; Ĵ2; Ĵz jeweils eine Basis des Zustands-raumes des Gesamtsystems dar. Sie m�ussen sih daher durh einander ausdr�uken lassen:j�J1 J2 J Mi =Xh�� �J1 �M1 �J2 �M2j�J1 J2 J Mi j�� �J1 �M1 �J2 �M2i ;dabei geht die Summation zun�ahst �uber alle Eigenwerte ��; �J1; �M1; �J2; �M2. Weil aber so-wohl die Mitglieder der ungekoppelten als auh die der gekoppelten Basis Eigenvektorenvon �̂; Ĵ21 ; Ĵ22 sind, mu� notwendig ��=�; �J1=J1; �J2=J2 sein, denn Eigenvektoren der glei-hen Observablen zu vershiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal. Die Vektorender gekoppelten Basis sind Eigenvektoren von Ĵz zum Eigenwert M�h. WegenĴz j�J1M1 J2M2i = (Ĵ1z + Ĵ2z) j�J1M1 J2M2i= (M1 +M2)�h j�J1M1 J2M2isind aber auh die Vektoren der ungekoppelten Basis Eigenvektoren von Ĵz und zwarzum Eigenwert (M1 +M2)�h. Mit der gleihen Shlu�weise wie vorher folgt dann, da� dieSummation sih auf solhe �M1; �M2 beshr�ankt, f�ur die M1+M2 =M gilt und die Anzahlder Summanden daher die kleinere der beiden Zahlen 2J1 + 1 und 2J2 + 1 ist. Man kannweiter zeigen, da� die Komponenten der obigen Entwiklung in der ungekoppelten Basisniht von � abh�angen, sie haben also die Gestalth�� �J1 �M1 �J2 �M2j�J1 J2 J Mi = Æ(��; �)Æ( �J1 ; J1)Æ( �J2; J2) (J1 �M1 J2 �M2 jJ1 J2 J M) :Die durh die Klammer dargestellten Funktionen der Argumente J1; �M1; J2; �M2; J;M wer-den als VektorkopplungskoeÆzienten (VCC) oder Clebsh-Gordan-KoeÆzienten (CGC)bezeihnet. Leider gibt es f�ur sie in der Literatur sehr viele vershiedene Shreibweisen, soda� es oft zwekm�a�ig ist, sie durh das gleihwertige Wignershe 3j-Symbol zu ersetzen:(J1M1 J2M2 jJ1 J2 J M) = (�1)J�Mp2J + 1  J1 J2 JM1 M2 �M ! :Von Wigner und Raah wurden mit gruppentheoretishen Hilfsmitteln explizite Formelnzur Berehnung der CGC entwikelt. Sie sind reht umst�andlih, f�ur die meisten Zwekereihen die in der Literatur verf�ugbaren Tabellen aus. Man kann aus ihnen eine Reihe einfa-her Eigenshaften der Clebsh-Gordan-KoeÆzienten ableiten. Bei der Kopplung von zweiDrehimpulsen mit den Quantenzahlen J1 und J2 gilt f�ur den resultierenden Drehimpulsmit J die Dreieksbedingung (\triangular ondition")jJ1 � J2j � J � J1 + J2 ;J1; J2 und J m�ussen also ein Dreiek bilden. Weiter mu� dessen Umfang ganzzahlig sein(\integer perimeter rule"). Da wegen der mit Bahn- und Spindrehimpuls verkn�upften ma-gnetishen Momente zwishen diesen eine Wehselwirkung besteht, bleiben die Teildrehim-pulse, im Gegensatz zum Gesamtdrehimpuls, nur dem Betrage, aber niht der Rihtungnah erhalten. Sie f�uhren daher eine Pr�azessionsbewegung um die Rihtung des Gesamt-drehimpulses aus ("Vektormodell\ des Atoms).F�ur ein Elektron in einem Zentralfelsd spielen Bahndrehimpuls L̂ und Spin Ŝ die Rollenvon Ĵ 1 und Ĵ 2 mit den Quantenzahlen J1 = l; J2 = 12 . Da der Spin den festen Betrag 12hat, liefert die Dreiekskonstruktion als m�oglihe Wertej = l � 12 :87



Zu gegebener Haupt- und Nebenquantenzahl n und l geh�oren die ungekoppelten Zustands-vektoren jn lmlmsi, die eine Basis des Zustandsraumes bilden. Durh die Kopplung vonL̂ und Ŝ zu Ĵ ergeben sih die Zustandsvektoren jn l j mi, die ebenfalls eine eine Basisbilden. Der Zusammenhang zwishen beiden wird geliefert durhjn l j mi = Xms=�1=2(l ml 12 msjl 12 j m) jn lmlmsi :Dabei ist ml = m�ms. Die Auswertung des CGC ergibtjn l l+ 12 mi = s l �m� 122l + 1 jn l m+ 12 � 12i+s l +m� 122l + 1 jn l m� 12 + 12ijn l l� 12 mi = s l +m� 122l + 1 jn l m+ 12 � 12i �s l �m� 122l + 1 jn l m� 12 + 12i :Beide Basissysteme sind gleih gut zur Berehnung der Eigenwerte und Eigenzust�andesdes Hamiltonoperators Ĥ0 = � �h22m0 r2 + V (r)geeignet. Da er sowohl mit allen Mitgliedern des ungekoppelten C.S.C.O. f̂r; L̂2; L̂z; Ŝz alsauh mit allen Mitgliedern des gekoppelten C.S.C.O. f̂r; L̂2; Ĵ2; Ĵz kommutiert, ist seineMatrix sowohl in der Basis der jn lmlmsi als auh in der der jn l j mi diagonal:h�n �l �ml �msjĤ0jn lmlmsi = Æ(�n; n)Æ(�l; l)Æ( �ml;ml)Æ( �ms;ms)Enlh�n �l �j �mjĤ0jn l j mi = Æ(�n; n)Æ(�l; l)Æ(�j; j)Æ( �m;m)Enl ;und seine Eigenwerte Enl sind 2(2l+1)-fah entartet. Im Falle des Coulombfeldes mit derKernladungszahl Z tritt zus�atzlih l-Entartung auf:En = � Zm0e402�h2 1n2 :Bei Ber�uksihtigung der Spin-Bahn-Wehselwirkung istĤ = Ĥ0 + Ĥso = Ĥ0 + �(r) L̂�Ŝ :Bei der Matrix von Ĥso treten in der ungekoppelten Basis in ml und ms nihtdiagonaleMatrixelemente auf, da wegen [L̂�Ŝ ; L̂z℄ = � [L̂�Ŝ ; Ŝz℄ 6= 0̂Ĥso weder mit L̂z noh mit Ŝz kommutiert. Dagegen ist[L̂�Ŝ ; Ĵz ℄ = 0̂ :Das folgt nat�urlih auh direkt aus der Tatsahe, da� die Spin-Bahn-Wehselwirkung als in-nere Wehselwirkung des Systems die Kugelsymmetrie des Hamiltonoperators niht st�ort.In der gekoppelten Basis ist ihre Matrix daher diagonal in j und m. Da L̂ mit Ŝ kommu-tiert, ist Ĵ2 = (L̂+ Ŝ )2 = L̂2 + Ŝ2 + 2 L̂�Ŝ :Andererseits gilt f�ur den Elektronenspin̂S2 = 34�h2 1̂ ;88



und man erh�alt durh Aufl�osen nah L̂�Ŝh�n �l �j �mjL̂�Ŝ jn l j mi = 12�h2 Æ(�n; n)Æ(�l; l)Æ(�j; j)Æ( �m;m) [j(j + 1)� l(l + 1)� 34 ℄ :Mit der De�nition �nl = 1Z0 P 2nl(r) �(r) drergeben sih dann als Diagonalelemente (Eigenwerte) der Spin-Bahn-Wehselwirkunghn l j mjĤsojn l j mi = 12�h2 [j(j + 1)� l(l + 1)� 34 ℄ �nl :Sie h�angen von j und l ab, die l-Entartung ist also auh f�ur das Coulombfeld aufgeho-ben, w�ahrend die m-Entartung bestehen bleibt. Diese Shlu�folgerung ist allerdings nihtstihhaltig, da es neben der Spin-Bahn-Wehselwirkung weitere relativistishe E�ekte 2.Ordnung in �2fs gibt, wie zum Beispiel die Massenver�anderlihkeit des Elektrons, die in die-ser N�aherung ebenfalls ber�uksihtigt werden m�ussen. Das Ergebnis ist dann das gleihe,das man erh�alt, wenn man in der aus der Dirashen Theorie folgenden BeziehungEnlj =m02nh1 + Z2�2fs(n+q(j + 12)2 � Z2�2fs)2 i�1=2 � 1obis zu Termen in �2fs entwikelt:Enlj = � Zm0e402�h2 1n2 h1 + Z2�2fsn2 � nj + 12 � 34�i :Die l-Entartung bleibt also bestehen, und zum Beispiel haben die beiden Wassersto�-Niveaus n = 2; l = 0; j = 12 =̂ 2s1=2 und n = 2; l = 1; j = 12 =̂ 2p1=2 die gleihe Energie.Ber�uksihtigt man allerdings auh noh die Wehselwirkung des Elektrons mit denShwankungen des elektromagnetishen Vakuumfeldes, so besteht zwishen 2s1=2 und2p1=2 eine geringe Energiedi�erenz (\Lamb-Retherford shift"), die die l-Entartung aufhebt.e) Parit�atBisher wurde nur die Drehgruppe SO(3) behandelt. Sie ist eine Untergruppe der orthogo-nalen Gruppe O(3), der Drehspiegelgruppe. Umgekehrt l�a�t diese sih als direktes Produktder Drehgruppe SO(3) und der Spiegelgruppe G shreiben:O(3) = SO(3) �G :Die Gruppe G enth�alt nur die beiden Elemente 1 und �, wobei gilt:1 � 1 = � � � = 1 ; 1 � � = � � 1 = � :Es handelt sih also um eine zyklishe Gruppe der Ordnung 2.Im Raum der Ortsvektoren wird die Wirkung des Operators �̂ gegeben durh�̂ r = � r :Er bedeutet also die Spiegelung am Ursprung, in kartesishen Koordinaten istx0 = �x ; y0 = � y ; z0 = � z89



und in Kugelkoordinaten entsprehendr0 = r ; #0 = � � # ; '0 = '+ � :Drehung und Spiegelung sind miteinander vertaushbar, daher gilt zum Beispiel[�̂; D̂z(�)℄ = 0̂ $ [�̂; Ĵz℄ = 0̂ :Physikalishe Gr�o�en beziehen sih immer auf den dreidimensionalen physikalishen Raum,sie sind insoweit geometrishe Gebilde. Charakterisiert werden sie zun�ahst durh ihr Ver-halten bei Drehungen im Raum. Danah untersheidet man einerseits Tensoren der Stukek, deren 3k Komponenten neben einer 3k-dimensionalen reduziblen zu einer (2k + 1)-dimensionalen irreduziblen Darstellung f�uhren, und Spinoren mit einer 2k-dimensionalenirreduziblen Darstellung. Daneben ist aber auh das Verhalten bei Spiegelungen wih-tig. W�ahrend Orts- und Impulsvektoren bei einer Spiegelung in ihr Negatives �ubergehen(polare Vektoren), bleibt der Drehimpulsvektor als ihr vektorielles Produkt unver�andert(axialer Vektor). Solhe Vektoren werden auh als Pseudovektoren bezeihnet. Das skalareProdukt zweier skalarer Vektoren ist ein Tensor der Stufe 0, ein Skalar, der sih bei einerSpiegelung niht �andert. Das gleihe gilt auh f�ur das skalare Produkt von zwei axialenVektoren. Im Gegensatz dazu wehselt bei einer Spiegelung das skalare Produkt aus einempolaren und einem axialen Vektor sein Vorzeihen (Pseudoskalar). Ein wihtiges Beispieldaf�ur ist das Volumen des von drei polaren Vektoren aufgespannten Parallelepipeds:V = a �(b � ) ;das auh als Spat- oder Determinantenprodukt bezeihnet wird. In entsprehender Weisewerden �uber ihr Transformationsverhalten bei den Operationen der O(3), also bei Drehun-gen und Spiegelungen, Tensoren und Pseudotensoren sowie Spinoren und Pseudospinorende�niert. Die Spinvariable � steht f�ur die beiden Komponenten eines Drehimpulses, siebeh�alt daher bei Spiegelungen, anders als die Ortsvariable r , ihr Vorzeihen bei. Das glei-he gilt f�ur den Zweierspinor vms(�), der in der Wellenfunktion eines Einelektronensystemsauftritt.Benutzt man zur Darstellung der Spiegelgruppe als linearen Vektorraum den (unendlih-dimensionalen) Hilbertraum der Zustandsvektoren j i, so gilt f�ur die Eigenvektoren desSpiegelungsoperators �̂ j i = � j i ! �̂2 j i = �2 j i :Andererseits ist aber �̂2 = 1̂, f�ur den Eigenwert � folgt also�2 = 1 ! � = � 1 :Die durh �̂ dargestellte Observable hei�t Parit�at, ihre Eigenzust�ande zum Eigenwert� = +1 werden als von gerader Parit�at oder \even" bezeihnet, entsprehend die zu� = � 1 als von ungerader Parit�at oder \odd".F�ur ein abgeshlossenes Einelektronensystem sind kinetishe und potentielle Energie unddamit auh die Gesamtenergie, der der Hamiltonoperator Ĥ entspriht, Skalare:[�̂; p̂2℄ = [�̂; V̂ (r)℄ = 0̂ ! [�̂; Ĥ℄ = 0̂ :Die Parit�at ist in diesem Fall also eine Erhaltungsgr�o�e, die aus der Spiegelungssymme-trie des Systems folgt. Sie hat kein Gegenst�uk in der klassishen Mehanik, da es, imGegensatz etwa zur Drehsymmetrie, keinen stetigen �Ubergang vom urspr�unglihen in dengespiegelten Zustand gibt. 90



Betrahtet man im Zustandsraum die Eigenvektoren j�Ei von Ĥ, die ja eine Basis bilden,so ergibt sih aus der Vertaushbarkeit von Ĥ und �̂�̂ j�Ei =X�� j�Ei:Wenn der Energie-Eigenwert E niht-entartet ist, folgt daraus, da� der zugeh�orige Eigen-zustand eine wohlde�nierte Parit�at besitzt. Bei entarteten Eigenwerten mu� das aber nihtder Fall sein. Ein Beispiel daf�ur liefert das System aus einem Elektron in einem Zentralfeld.Hier bilden die Spinorbitale nlmlms(r; #; '; �) = Rnl(r)Ylml(#; ') vms(�)eine Basis des Zustandsraumes. Bei einer Spiegelung �andern sih die Faktoren Rnl undvms niht, f�ur den Winkelanteil gilt aberYlml(� � #; '+ �) = (�1)l Ylml(#; ') :Ein solher Zustand hat also eine wohlde�nierte Parit�at � = (�1)l, die aber keine zus�atz-lihe Erhaltungsgr�o�e darstellt, da sie ja shon durh l festgelegt wird. Zust�ande, die sihnur in ml oder ms untersheiden, geh�oren zwar zum gleihen Eigenwert der Energie (m-Entartung), gehen aber trotzdem wegen[�̂; L̂z℄ = [�̂; Ŝz℄ = 0̂bei einer Spiegelung nur in ein Vielfahes von sih selbst �uber, haben also ebenfalls ei-ne wohlde�nierte Parit�at. F�ur ein Elektron im Coulombfeld tritt aber zus�atzlih die l-Entartung auf, die zu einer Parit�atsmishung f�uhren kann.Die beiden Zust�ande jn = 2 l = 0m = 0i =̂ 2s1=2 und jn = 2 l = 1m = 0i =̂ 2p1=2 des Wasser-sto�atoms (ohne Ber�uksihtigung des Spins) haben die gleihe Energie, aber vershiedeneParit�at. Aus ihnen etsteht durh �Uberlagerung der parabolishe Zustandjn = 2 k = +1m = 0i = 1p2 (jn = 2 l = 0m = 0i+ jn = 2 l = 1m = 0i) ;der keine wohlde�nierte Parit�at hat. Bei einer Spiegelung geht er �uber in�̂ jn = 2 k = +1m = 0i = 1p2 (jn = 2 l = 0m = 0i � jn = 2 l = 1m = 0i)= jn = 2 k = �1m = 0i ;also einen anderen parabolishen Zustand.F�ur abgeshlossene Systeme mit elektromagnetisher oder starker Wehselwirkung kom-mutiert der Hamiltonoperator mit dem Spiegelungsoperator, die Parit�at ist daher eineErhaltungsgr�o�e. Das ist insbesondere der Fall f�ur Atome und Molek�ule einshlie�lih ih-rer Ionen. Es existiert dann eine Basis von Zustandsvektoren j�� J Mi aus gemeinsamenEigenvektoren der Operatoren �̂; Ĵ2; Ĵz , und f�ur die Parit�at gilt ein Erhaltungssatz. Dader Operator der shwahen Wehselwirkung im Gegensatz dazu niht spiegelungsinvariantist, bleibt die Parit�at beim �-Zerfall niht immer erhalten ("Sturz der Parit�at\).
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KAPITEL 6 : MEHRTEILCHENSYSTEMEIn den vorangegangenen Kapiteln wurden fast ausshlie�lih Einteilhensysteme behan-delt, die einzige Ausnahme bildete die Ber�uksihtigung der Mitbewegung des Kerns beimWassersto�atom.In diesem Fall handelte es sih um zwei vershiedene Teilhen: Elektronund Proton. Eine v�ollig neue Situation ergibt sih f�ur Systeme, in denen zwei oder mehrTeilhen identish sind, also zum Beispiel f�ur Atome mit mehreren Elektronen.F�ur Systeme aus identishen Elementarteilhen m�ussen alle Eigenshaften und damit al-le Operatoren im Zustandsraum invariant gegen�uber einer Vertaushung von zwei dieserTeilhen sein. Wenn P̂ik den Operator bedeutet, der im Zustandsvektor oder in der Wel-lenfunktion die Rollen der Teilhen i und k vertausht, mu� also gelten[P̂ik; Â℄ = 0̂ :Daraus folgt f�ur Systeme mit N � 2 identishen Teilhen die Invarianz der Observablengegen�uber beliebigen PermutationenPa =  1 2 3 : : : Ni1 i2 i3 : : : iN !dieser Teilhen, denn jede solhe Permutation l�a�t sih auf eine Reihe von Vertaushun-gen von je zwei Teilhen zur�ukf�uhren. Diese ist zwar niht eindeutig bestimmt, aber ihreAnzahl stets entweder gerade oder ungerade. Im ersteren Fall spriht man von einer gera-den Permutation mit der Parit�at �a=+1 im zweiten von einer ungeraden mit der Parit�at�a = �1. Mit P̂a als dem Operator, der die Rollen der N Teilhen im Zustandsvektorpermutiert, gilt dann [P̂a; Â℄ = 0̂ :Wenn die Teilhen trotz ihrer identishen Eigenshaften grunds�atzlih untersheidbar sind.wie es in der makroskopishen Physik stets der Fall ist, erzeugt die Permutation im allge-meinen einen anderen Zustand des Systems:j 0i = P̂a j i :Wenn insbesondere j i ein Eigenvektor von Ĥ zum Eigenwert E ist, giltĤ j 0i = Ĥ(P̂a j i) = ĤP̂a j i = P̂aĤ j i = P̂aE j i= E (P̂a j i) = E j 0i;j 0i ist also ebenfalls ein Eigenvektor von Ĥ zum Eigenwert E, dieser ist also N !-fahentartet (Austaushentartung). Das gleihe gilt auh f�ur alle anderen Observablen Â.Wenn dagegen die Teilhen grunds�atzlih ununtersheidbar sind, wie es in der mikrosko-pishen Physik gilt (Prinzip von der Ununtersheidbarkeit der Elementarteilhen), bleibtein Zustand, der ja durh die Gesamtheit aller kompatiblen Messungen festgelegt wird,bei einer Vertaushung von zwei der identishen Teilhen unver�andert. Der zugeh�origeZustandsvektor kann sih dabei also nur um einen unimodularen Phasenfaktor �andern:P̂ik j i = e{Æ j i :Eine zweimalige Vertaushung erzeugt aber wieder die urspr�unglihe Reihenfolge, daherfolgt P̂ 2ik = 1̂ ! e2{Æ = 1 ! e{Æ = � 1 :93



Da der Vertaushungsoperator mit jedem anderen kommutiert, ist jeder mit dem Prin-zip von der Ununtersheidbarkeit der Elementarteilhen vertr�aglihe Zustandsvektor einEigenvektor von P̂ik zu einem dieser beiden Eigenwerte, also, anders als bei der Spiege-lungsparit�at, entweder symmetrish: P̂ik j i = + j ioder antisymmetrish P̂ik j i = � j i :Wenn ein Zustandsvektor j i dieser Bedingung niht gen�ugt, stellt er keinen m�oglihenZustand des Systems dar. Man kann aus ihm aber mit Hilfe des Symmetrisieroperators Soder des Antisymmetrisieroperators A Zustandsvektoren erzeugen, die eine wohlde�nierteSymmetrie besitzen: S j i = 1pN ! Xa P̂a j iA j i = 1pN ! Xa �a P̂a j i :Dabei geht die Summation �uber alle Permutationen a der N Teilhen, die �a sind diezugeh�origen Parit�aten. Die Operatoren S und A sind idempotent:S2 = S ; A2 = A ;sie stellen Projektoren auf zwei Teilr�aume des Zustandsraumes dar.Jedem Satz von Eigenwerten eines C.S.C.O. sind auf diese Weise zwei Zustandsvekto-ren zugeordnet, die N !-fahe Austaushentartung reduziert sih damit auf eine zweifaheEntartung. Alle Matrixelemente eines Operators, die Zust�ande vershiedener Symmetrieverkn�upfen, vershwinden aber, denn eine Vertaushung zweider Teilhen l�a�t den Opera-tor und einen der beiden Zustandsvektoren invariant, w�ahrend gleihzeitig der andere unddamit das Matrixelement sein Vorzeihen wehselt. Andererseits bleiben aber die Zust�andeund damit auh das Matrixelement bei einer solhen Vertaushung unver�andert.Das Pauli-Prinzip besagt nun, da� f�ur eine gegebene Teilhenart immer nur eine der beidenSymmetrien realisiert ist, die Austaushentartung wird damit vollst�andig aufgehoben. F�urTeilhen mit ganzzahligem Spin (Bosonen) m�ussen alle Zustandsvektoren symmetrish, f�urTeilhen mit halbzahligem Spin (Fermionen) antisymmetrish sein. Diese Zuordnung istaus der niht-relativistishen Quantenmehanik niht ableitbar, aber mit ihr kompatibel.MehrelektronenatomeElektronen sind wegen ihres halbzahligen Spins Fermionen, der Zustandsvektor eines Meh-relektronensystems m�us daher antisymmetrish gegen�uber der vertaushung zweier Elek-tronen sein. Ein Mehrelektronenatom (oder Ion) besteht aus einem Kern der LadungszahlZ und N Elektronen. Wegen der im Verh�altnis zu der der Elektronen sehr gro�en Massedes Kerns wird im folgenden von seiner Mitbewegung ebenso abgesehen wie von seinemSpin, seiner endlihen Ausdehnung und seinen elektrishen und magnetishen Multipol-momenten, er wird durh das raumfeste Coulombfeld einer Punktladung ersetzt. Bei Ver-nahl�assigung aller relativistishen E�ekte ist dann der Hamiltonoperator des Systems inder Orts-Spin-Darstellung gegeben durhĤ = NXk=1(� �h22m0 r2k � Ze20rk ) + Xk;j<k e20rjk :94



Die zeitunabh�angige Shr�odinger-GleihungĤ  (r1; �1; : : : ; rN ; �N ) = E  (r 1; �1; : : : ; rN ; �N )hat als L�osung Wellenfunktionen  (r1; �1; : : : ; rN ; �N ), die im allgemeinen niht antisym-metrish gegen�uber der Vertaushung zweier Elektronen sind, und daher niht dem Pauli-Prinzip gen�ugen. Zur Beshreibung des Systemzustandes geeignete Wellenfunktionen � erh�alt man durh Antisymmetrisierung von  :� (r1; �1; : : : ; rN ; �N ) = A (r1; �1; : : : ; rN ; �N ) :Im vorliegenden Fall ist eine Separation der Shr�odinger-Gleihung wegen des letztenTerms von Ĥ, der die Absto�ung der Elektronen untereinander beshreibt, ebensowenigm�oglih wie im entsprehenden Fall des Dreik�orperproblems in der klassishen Mehanik.Man ist daher auf N�aherungsmethoden angewiesen. Dazu betrahtet man den OperatorĤ0 = NXk=1(� �h22m0 r2k � Ze20rk ) ;der einem System von N Elektronen entspriht, die sih unabh�angig voneinander im Feldedes Kerns bewegen (\independent partile model", IPM). Seine Eigenfunktionen bilden,wie die jeder Observablen, eine Basis des Zustandsraumes. In ihr ist zwar seine eigeneMatrix, aber niht die von V̂ = NXk;j<k e20rjkund damit auh niht die von Ĥ, diagonal. Durh Diagonalisierung der letzteren ergebensih dann im Prinzip die Eigenwerte und Eigenfunktionen von Ĥ, wegen der unendli-hen Dimension des Zustandsraumes l�a�t sih dieses Verfahren aber niht unmittelbardurhf�uhren, sondern mu�, wie in der klassishen Himmelsmehanik, durh eine St�orungs-rehnung ersetzt werden. Bei der ZerlegungĤ = Ĥ0 + V̂in ungest�orten und St�oroperator tritt aber hier das Problem auf, da�, anders als in derHimmelsmehanik, diese beiden von der fast der gleihen Gr�o�enordnung sind.Die wesentlihe Wirkung der Absto�ung durh die anderen Elektronen ist eine teilweise Ab-shirmung des Kernfeldes, die in erster N�aherung durh ein sph�arish-symmetrishes Ab-shirmpotential v(r) beshrieben werden kann. Durh die ZerlegungĤ = NXk=1(� �h22m0 r2k � Ze20rk + v(rk)) + NXk=1(Xj<k e20rjk � v(rk)) = Ĥe + �̂Vl�a�t sih dann erreihen, da� die St�orung durh �̂V sehr viel shw�aher ist, �̂H0 aber trotzdemein System unabh�angiger Elektronen beshreibt (Hartree-Fok-Verfahren).F�ur ein System unabh�angiger Teilhen, beshrieben durh Ĥ0 oder �̂H0, hat der Hamilton-operator die Form Ĥ0 = NXk=1 Ĥk ;95



wobei Ĥk nur auf das k. Elektron wirkt. Dann l�a�t sih die Shr�odinger-Gleihung durhden Produktansatz  (r 1; �1; : : : ; rN ; �N ) = NYk=1 k(rk; �k)separieren und zerf�allt in N identishe Gleihungen f�ur die  k der GestaltĤk  k(rk; �k) = Ek  k(rk; �k):Dabei treten die Separationskonstanten E1; E2 : : : ; EN auf, mitE1 +E2 + : : :+EN = E :Jede dieser Gleihungen beshreibt ein Elektron, das sih in einem Zentralfeld V (r) { beiĤ0 in einem Coulombfeld { bewegt, und l�a�t sih in Kugelkoordinaten separieren. Die dabeiauftretenden L�osungsfunktionen sind Spinorbitale , die durh jeweils vier Quantenzahlennk; lk;mlk;msk festgelegt werden: nklkmlkmsk(rk; �k) = unklkmlk(rk) vmsk (�k) ;wobei der zugeh�orige Energiewert Ek niht von mlk und msk { bei Ĥ0 auh niht vonlk { abh�angt (m-Entartung). Das Gesamtsystem wird beshrieben durh eine Produkt-Wellenfunktion (PWF) mit dem Satz von 4N Quantenzahlenn1 l1ml1ms1 n2 l2mlsms2 : : : nN lN mlN msM :Dabei sind jeweils vier der Quantenzahlen einem bestimmten Elektron zugeordnet. DieGesamtenergie E h�angt nur von dem Teilsatzn1 l1 n2 l2 : : : nN lN ;der Kon�guration, ab und ist daher g-fah entartet mitg = 2(2l1 + 1) 2(2l2 + 1) : : : 2(2lN + 1) :Das Paar nk; lk von Quantenzahlen legt eine Shale fest, zwei Elektronen, die der glei-hen Shale angeh�oren hei�en �aquivalent. Der Aufbau einer Kon�guration aus Shalen�aquivalenter Elektronen wird angegeben durhn1 lN11 n2 lN22 : : : nm lNmm ; N1 +N2 + : : : +Nm = N :Die auf diese Weise konstruierte Produkt-Wellenfunktion aus N Spinorbitalen ist zwareine L�osung der Shr�odinger-Gleihung f�ur Ĥ0, gen�ugt aber niht dem Pauli-Prinzip undmu� daher antisymmetrisiert werden. Dabei entsteht eine Determinanten-Wellenfunktion(DWF), auh Slater-Determinante genannt:� (r1; �1; : : : ; rN ; �N ) = 1pN ! ���������  1(r1; �1)  1(r2; �2) : : :  1(rN ; �N ) 2(r1; �1)  2(r2; �2) : : :  2(rN ; �N ): : : : : : : : : : : : N (r1; �1)  N (r2; �2) : : :  N (rN ; �N ) ��������� :Bei ihr gibt es keine eindeutige Zuordnung von Quantenzahls�atzen nk lkmlkmsk bzw.Spinorbitalen zu bestimmten Elektronen mehr, jedes Elektron be�ndet sih in jedem96



Spinorbital. Das Pauli-Prinzip f�uhrt dann f�ur ein solhes System von unabh�angigen (niht-wehselwirkenden) Elektronen zu der Forderung, da� keine zwei Spinorbitale in allen Quan-tenzahlen �ubereinstimmen d�urfen.Bei dem hier betrahteten System bewegen sih die N unabh�angigen Elektronen im Cou-lombfeld eines Z-fah geladenen Atomkerns, unter Umst�anden modi�ziert durh ein eben-falls radiales Abshirmfeld. Dabei ergibt sih f�ur die einzelnen Elektronen ein Satz vonm�oglihen Zust�anden, denen 2(2l+1)-fah entartete Energiniveaus (Shalen) entsprehen.Da nah dem Pauli-Prinzip jeder dieser Zust�ande nur von einem Elektron besetzt seindarf, k�onnen sih auh im tiefsten Energiezustand des Gesamtsystems niht alle Elektro-nen in der tiefsten Shale be�nden, sondern m�ussen zunehmend h�ohere Shalen besetzen,was zu den Verteilungsmustern der vershiedenen Atome (hemishe Elemente) mit dendaraus folgenden Eigenshaften f�uhrt. Bei Energiezufuhr { zum Beispiel durh Strahlungs-absorption oder Sto�prozesse in hei�en Gasen { werden einzelne Elektronen in h�ohereEnergiezust�ande gehoben und hinterlassen L�uken.F�ur ein entsprehendes System von freien Elektronen (Z = 0) f�uhrt das Pauli-Prinzip zuganz �ahnlihen Konsequenzen. Die m�oglihen Zust�ande f�ur ein einzelnes Elektron unter-sheiden sih in der kinetishen Energie. Ihnen entsprehen die Zellen des Phasenraumesvon der Gr�o�e hs. Jede dieser Phasenzellen kann nur von maximal zwei Elektronen, mitvershiedenen Spinkomponente, besetzt werden. Auh am absoluten Nullpunkt der Tem-peratur m�ussen die Elektronen daher Zust�ande mit zunehmend h�oherer Energie bis hin zurFermi-Grenze besetzen. Bei T > 0 werden wieder einzelne Elektronen �uber diese Grenzehinaus in h�ohere Energiezust�ande gehoben und ergeben damit die Fermi-Dira-Verteilung.Bei Ber�uksihtigung der Coulombwehselwirkung (Absto�ung) zwishen den Elektro-nen ist die Shr�odinger-Gleihung eines Systems von N Elektronen niht mehr se-parabel. Die Produkt- und Determinanten-Wellenfunktionen sind dann keine Eigen-funktionen von Ĥ mehr, bilden aber nah wie vor als Eigenfunktionen von Ĥ0 ei-ne Basis des Zustandsraumes. Sie sind gemeinsame Eigenfunktionen des C.S.C.O.fr1; L̂21; L̂z1; Ŝz1; : : : ; frN ; L̂2N ; L̂zN ; ŜzN zu jeweils einem Satz von Quantenzahlenn1 l1ml1 : : : nN lN mlN msN . In ihr ist die Matrix von Ĥ niht diagonal, in vielen F�allensind aber die Matrixelemente zwishen Determinanten-Wellenfunktionen, die zu vershie-denen Kon�gurationen geh�oren, klein gegen�uber denen innerhalb einer Kon�guration. DieQuantenzahlen n1 l1 : : : nN lN sind dann zwar niht exakt, aber noh \gut". In diesemFall l�a�t sih das Problem der Diagonalisierung der Energiematrix in eine Reihe von Teil-problemen f�ur jeweils eine Kon�guration zerlegen, wobei der Rang der entsprehendenMatrix und damit der Grad der zugeh�origen S�akulargleihung gleih dem statistishenGewiht (Entartungsgrad) der betre�enden Kon�guration ist. Matrixelemente sind dannnur zwishen solhen Basisvektoren zu berehnen, die sih ausshlie�lih ind den mli;msiuntersheiden.F�ur ein Mehrelektronensystem sind wegen der Ununtersheidbarkeit der Elektronen kol-lektive Eigenshaften wie der Gesamtdrehimpuls besonders angemessen. Durh Drehim-pulskopplung l�a�t sih daher im allgemeinen erreihen, da� diese Matrizen in eine Anzahlvon Untermatrizen zerfallen, wodurh der rehnerishe Aufwand erheblih reduziert wird.Obgleih der hier betrahtete nihtrelativistishe Hamiltonoperator keine spinabh�angi-gen Anteile enth�alt, sind seine Eigenwerte wegen der durh das Pauli-Prinzip geforder-ten Antisymmetrie der Wellenfunktion von der relativen Ausrihtung der Elektronenspinsabh�angig. Dieser E�ekt ist eine Folge der elektrostatishen Wehselwirkung (Coulomb-Wehselwirkung) der Elektronen und von gleiher Gr�o�enordnung wie diese. Er wird alsAustaush-Wehselwirkung bezeihnet. 97



Zur ersten angeregten Kon�guration 1s2s des Heliumatoms geh�oren vier Zust�ande von Ĥ0mit den Produkt-Wellenfunktionenj1 0 0 + 12 2 0 0 � 12 i =̂  +1=2+1=2 = u1s(r1) v+1=2(�1)u2s(r 2) v+1=2(�2)j1 0 0 + 12 2 0 0 � 12 i =̂  +1=2�1=2 = u1s(r1) v+1=2(�1)u2s(r 2) v�1=2(�2)j1 0 0 � 12 2 0 0 + 12 i =̂  �1=2+1=2 = u1s(r1) v�1=2(�1)u2s(r2) v+1=2(�2)j1 0 0 � 12 2 0 0 � 12 i =̂  �1=2�1=2 = u1s(r1) v�1=2(�1)u2s(r2) v�1=2(�2) :Durh Antisymmetrisierung werden daraus die Determinanten-Wellenfunktionen� +1=2+1=2 = 1p2 [u1s(r1)u2s(r2)� u2s(r1)u1s(r2)℄ v+1=2(�1)v+1=2(�2)� +1=2�1=2 = 1p2 [u1s(r1)v+1=2(�1)u2s(r2)v�1=2(�2)� u2s(r 1)v�1=2(�1)u1s(r 2)v+1=2(�2)℄� �1=2+1=2 = 1p2 [u1s(r1)v�1=2(�1)u2s(r 2)v+1=2(�2)� u2s(r 1)v+1=2(�1)u1s(r 2)v�1=2(�2)℄� �1=2�1=2 = 1p2 [u1s(r1)u2s(r2)� u2s(r1)u1s(r2)℄ v�1=2(�1)v�1=2(�2) :Sowohl dir  i als auh die � i bilden je eine Basis des Unterraumes zum Eigenwert (in \atomiunits") E2 = � Z22 � 1n21 + 1n22� = � 52des Operators Ĥ0, in der dessen nihtdiagonale Matrixelemente vershwinden:h ijĤ0j ki = h � ijĤ0j � ki = E2 Æik :Die Antisymmetrisierung �andert also die Eigenwerte von Ĥ0 niht.Im Gegensatz dazu ist die Matrix des Operators der elektrostatishen Absto�ung V̂ = e20=r12in beiden Basissystemen niht-diagonal. Da es sih um eine innere Wehselwirkung des Sy-stems handelt, mu� V̂ mit jedem Drehoperator und daher auh mit jeder Komponente desGesamtdrehimpulses kommutieren:[V̂ ; Ĵ0℄ = [V̂ ; L̂0 + Ŝ0℄ = 0̂ ;hat also von Null vershiedene Matrixelemete nur zwishen solhen Zust�anden, die zum glei-hen Eigenwert M = ml1 +ml2 +ms1 +ms2 = ms1 +ms2(l1 = l2 = 0 ! ml1 = ml2 = 0) von Ĵ0 geh�oren, also neben Diagonalelementen nur solhezwishen  ̂2 und  ̂3. Das Diagonalisierungsverfahren f�uhrt hier also zu einer S�akulargleihung2. Grades, kann aber durh Kopplung der beiden Elektronenspins 12 ;ms1 und 12 ;m : s2 zueinem Gesamtspin S;MS vollst�andig vermieden werden. Mit dem Ansatz� SMS =X( 12 ms1 12 ms2j 12 12 SMS) � ms1ms2ergibt sih f�ur die gekoppelten Zust�ande� 1+1 = � +1=2+1=2� 1 0 = 1p2 [ � +1=2�1=2 + � �1=2+1=2℄� 1�1 = � �1=2�1=2� 0 0 = 1p2 [ � +1=2�1=2 � � �1=2+1=2℄ :Die ersten drei geh�oren zu einem Triplett-Term (S = 1) und haben die gleihe Energie, derletzte bildet einen Singulett-Term (S = 0) mit h�oherer Energie. Mit den Abk�urzungenRs(r 1; r2) = 1p2 [u1s(r1)u2s(r2) + u2s(r1)u1s(r 2)℄Ra(r 1; r2) = 1p2 [u1s(r1)u2s(r2)� u2s(r1)u1s(r 2)℄f�ur Ortsfunktionen, die symmetrish bzw. antisymmetrish gegen�uber einer Vertaushung derbeiden Elektronen sind, ergeben sih dann als gekoppelte, antisymmetrisheWellenfunktionen� 1+1 = Ra(r1; r 2) v+1=2(�1) v+1=2(�2)� 1 0 = Ra(r1; r 2) 1p2 [v+1=2(�1) v�1=2(�2) + v�1=2(�1) v+1=2(�2)℄� 1�1 = Ra(r1; r 2) v�1=2(�1) v�1=2(�2)� 0 0 = Rs(r 1; r2) 1p2 [v+1=2(�1) v�1=2(�2)� v�1=2(�1) v+1=2(�2)℄ :98



Sie lassen sih also als Produkt aus einem Orts- und einem Spinanteil darstellen (diese Zer-legung ist nur bei einem Zweielektronensystem m�oglih). Die insgesamt antisymmetrisheWellenfunktion besteht dabei f�ur Triplett-Zust�ande aus einem antisymmetrishen Orts- undeinem symmetrishen Spinanteil, f�ur Singulett-Zust�ande ist es umgekehrt. Im ersten Fall ver-shwindet der Ortsanteil und damit die Wellenfunktion f�ur r 1 = r 2 und ist in der Umgebungdieser Stelle dem Betrage nah klein. Elektronen mit gleiher Spinrihtung weihen einanderalso aus. Solhe Bereihe tragen daher f�ur Triplett-Zust�ande relativ wenig zur (positiven) Ab-sto�ungsenergie bei. F�ur Singulett-Zust�ande, bei denen die beiden Elektronen vershiedeneSpinrihtungen haben, gibt es diesen Ausweih-E�ekt niht, und die Absto�ungsenergie istgr�o�er. Sie liegen daher energetish h�oher als die Triplett-Zust�ande.
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KAPITEL 7 : ST�ORUNGSRECHNUNGEine exakte L�osung der der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihung{�h �	�t = Ĥ 	ist nur in wenigen F�allen m�oglih. Die ihr in der klassishen Mehanik entsprehendeHamilton-Jaobi-Gleihung � �S�t = Hwird als gel�ost betrahtet, wenn sie in ihren Variablen q1; : : : ; qs; t vollst�andig separabelist, sih also in s + 1 gew�ohnlihe Di�erentialgleihungen 1. Ordnung zerlegen l�a�t. Sieist nihtlinear, da die Hamiltonfunktion H quadratish von den �S=�qi abh�angt. Das hatzur Folge, da� die auf ihr aufbauende kanonishe St�orungstheorie stark vom betrahtetenProblem abh�angt und daher in den Lehrb�uhern selten behandelt wird.Im Gegensatz dazu ist die Shr�odinger-Gleihung von 2. Ordnung in den qi, aber linear.Das erm�ogliht ein allgemeines Verfahren der St�orungsrehnung, die Rayleigh-Shr�odinger-Theorie. Sie wird h�au�g auh in F�allen angewendet, wo das Problem zwar separabel ist,die entstehenden gew�ohnlihen Di�erentialgleihungen 2. Ordnung aber keine einfahenL�osungen haben.F�ur einen Massenpunkt, der sih in einem Potentialfeld der FormV (r) = Ar +B r os #bewegt (Beispiel: Stark-E�ekt), l�a�t sih sowohl die Hamilton-Jaobi- als auh dieShr�odinger-Gleihung in parabolishen Koordinaten separieren. Die entstehenden gew�ohnli-hen Di�erentialgleihungen haben aber keine L�osungen, die sih niht in geshlossener Formdurh die elementaren Funktionen ausdr�uken lassen. Das gleihe gilt f�ur die Bewegung imabgeshirmten Coulomb-Potential (Debye-H�ukel-Potential, Yukawa-Potential)V (r) = � e20r e�r=D ;das in der Plasmaphysik und der Kernphysik eine Rolle spielt.Der Hamiltonoperator wird in einen ungest�orten Anteil und einen St�oroperator zerlegt:Ĥ = Ĥ0 + V̂ ;dabei wird vorausgesetzt, da� das Eigenwertproblem f�ur den ungest�orten Hamiltonopera-tor: Ĥ0  0n = E0n  0ngel�ost ist. Der St�oroperator V̂ kann im Prinzip von der Zeit abh�angen. Das betrahteteSystem ist dann siher niht abgeshlossen, denn die Wehselwirkungen zwishen Ele-mentarteilhen "altern\ niht. Es liegt also eine Einwirkung der Umgebung, h�au�g einelektromagnetishes Feld, vor, und das System hat keine wohlde�nierte Energie. DieserFall wird im zweiten Abshnitt behandelt. Im ersten geht es um eine zeitunabh�angigeSt�orung eines Systems, das station�are Zust�ande  0n mit wohlde�nierten Energien E0n be-sitzt. 101



a) Zeitunabh�angige St�orungstheorieUnter dem Einu� der St�orung gehen die ungest�orten Energieniveaus E0n �uber in diegest�orten En. Dabei sind wieder zwei F�alle zu untersheiden. Wegen der Symmetrie desSystems k�onnen einzelne oder alle Energieniveaus entartet sein. Diese Entartung kanndurh die St�orung ganz oder teilweise aufgehoben werden, so da� es zu einer Aufspaltungkommt.F�ur das Wassersto�atom (ohne Ber�uksihtigung des Spins) ist der ungest�orte Hamiltonope-rator Ĥ0 = � �h22m0r2 � frae20r :Die Energieniveaus sind n2-fah entartet, der Grundzustand (n = 1) also im Gegensatz zuden angeregten Zust�anden (n > 1) niht-entartet. Bei Anlegen eines �au�eren elektrishenFeldes (Stark-E�ekt) vershiebt sih der Grundzustand, w�ahrend die angeregten Zust�andenzus�atzlih aufgespalten werden.a1) Niht-entarteter EigenwertZum Eigenwert En des ungest�orten Hamiltonoperators geh�ort in diesem Fall nur ein Ei-genzustand jn0i. Unter dem Einu� der St�orung geht er �uber in den Eigenzustand jni desgest�orten Hamiltonoperators zum Eigenwert En. Die Voraussetzung einer kleinen St�orungwird dadurh erf�ullt, da� man V̂ = � Ŵsetzt und den Fall �� 1 betrahtet. Die Eigenwertgleihung lautet dann(Ĥ0 + � Ŵ ) jni = En jni :Zur L�osung entwikelt man jni und En in Potenzreihen in �:jni = jn0i+ � jn1i+ �2jn2i+ : : :En = E0n + �E1n + �2E2n + : : : ;setzt diese in die Shr�odinger-Gleihung ein und ordnet nah Potenzen von �:�0 : (Ĥ0 �E0n) jn0i = 0�1 : (Ĥ0 �E0n) jn1i + (Ŵ �E1n) jn0i = 0�2 : (Ĥ0 �E0n) jn2i + (Ŵ �E1n) jn1i �E2n jn0i = 0: : : : : : : : : :Die erste Zeile ist identish mit der Eigenwertgleihung des ungest�orten Hamiltonope-rators. Wegen der Linearit�at der Shr�odinger-Gleihung sind ihre L�osungen nur bis aufeinen konstanten Faktor festgelegt. Man w�ahlt ihn so, da� die Di�erenz von jni und jn0iorthogonal zu jn0i ist, daraus folgthn0jnpi = 0 ; p � 1 :Durh Erweitern der 2. Zeile mit hn0j ergibt sihhn0jĤ0 �E0njn1i+ hn0jŴ jn0i �E1n = 0 :Der Operator Ĥ0 ist hermitesh; l�a�t man ihn nah links wirken, so vershwindet das ersteMatrixelement und es folgt E1n = hn0jŴ jn0i :102



In erster N�aherung �andert sih der Eigenwert der Energie also um den Erwartungswertdes St�oroperators V̂ im ungest�orten Zustand:En � E0n + hn0jV̂ jn0i :Dies ist das wihtigste Ergebnis der St�orungstheorie und �ndet vielf�altige Anwendung.F�ur das Debye-H�ukel-Potential ist der St�oroperatorV̂ = e20r (1� e�r=D) = V (r) :Die ungest�orte Wellenfunktion des niht-entarteten Grundzustandes des Wassersto�atoms(ohne Ber�uksihtigung des Spins) ist (in \atomi units")j10i = j1s0i !  (r) = 1p� e�r :Der Erwartungswert des St�oroperators in diesem Zustand ist alsoh1s0jV̂ j1s0i = 2�Z0 �Z0 1Z0 1� e�2r V (r) r2 sin#dr d#d' = 4 1Z0 e�2r V (r) r2 dr= 4 h 1Z0 r e�2r dr � 1Z0 r e�2(+1=D)r dri= 1� (1 + 12D )�2 � 1D (f�ur D� 1):Ein weiteres Beispiel ist der harmonishe Oszillator mit einem St�orpotential der FormV̂ (x) = �x :Hier l�a�t sih die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihungd2 dx2 + 2m�h2 [E � 12m!2x2 � �x℄ = 0durh quadratishe Erg�anzung auf die Gestaltd2 dx2 + 2m�h2 [(E + �22m!2 )� 12m!2(x+ �2m!2 )2℄ = 0bringen. Mit der neuen Variablen u = x + �=m!2 ergibt sih dann wieder die Shr�odinger-gleihung f�ur einen harmonishen Oszillator, nur sind die Eigenwerte E0n zu ersetzen durhE0n = (n+ 12 )�h! = En + �22m!2 ;f�ur die Eigenwerte des gest�orten Hamiltonoperators ergibt sih alsoEn = E0n � �22m!2 :Die Anwendung der St�orungstheorie 1. Ordnung ergibt andererseits mit W = xE1n = hn0jxjn0i :Bei einer Spiegelung am Ursprung geht eineseits das System in sih selbst �uber, andererseitsx in �x und jn0i in (�1)njn0i. Dabei �andert das obige Matrixelement aber sein Vorzeihen,es folgt also E1n = �E1n = 0 :Allgemein gilt, da� der Erwartungswert eines Operators, der bei Spiegelung sein Vorzeihen�andert, in einem Zustand mit wohlde�nierter Parit�at vershwindet. Das l�a�t sih auh aufden Stark-E�ekt des Wassersto�atoms im Grundzustand (ohne Ber�uksihtigung des Spins)anwenden. Hier wird der St�oroperator gegeben durh die Wehselwirkung des elektrishenDipolmoments des Atoms mit der Feldst�arke des angelegten elektrishen Feldes:V̂ = �F � (� e0 r)) = e0F z ;103



wobei F0 hier die Rolle von � spielt. Da der Zustand jn lmi die Parit�at (�1)l hat, giltallgemein hn lmjzjn lmi = 0 :Im niht-entarteten Grundzustand des Wassersto�atoms gibt es also keinen linearen Stark-E�ekt; f�ur die angeregten Zust�ande ist diese Shlu�folgerung aber niht g�ultig, da sie entartetsind.Bemerkenswert ist, da� zur Berehnung der ersten Korrektur E1n des Eigenwerts nur dieZustandsvektoren 0. Ordnung ben�otigt werden, die Berehnung der Vektoren 1. Ordnungjn1i ist daher h�au�g niht erforderlih. Zu ihrer Bestimmung erweitert man die Zeile f�ur�1 mit dem f�ur m 6= n zu hn0j orthogonalen hm0j:hm0jĤ0 �E0njn1i+ hm0jŴ jn0i �E1n hm0jn0i :Die Anwendung von Ĥ0 nah links f�uhrt hier wegen seiner Hermitezit�at zu(E0m �E0n) hm0jn1i+ hm0jŴ jn0i = 0 :Diese Beziehung l�a�t sih wegen E0m 6= E0n nah hm0jn1i aufl�osen, und es ergibt sih inerster N�aherung f�ur den gest�orten Zustandsvektorjni � jn0i+ Xm6=n hm0jV̂ jn0i(E0n �E0m) jm0i :Diese Summe erstrekt sih �uber alle von jn0i vershiedenen Zust�ande und kann auh In-tegrale �uber kontinuierlihe Bereihe enthalten. Das kann zu Konvergenzproblemen f�uhrenund maht eine Aufsummation in geshlossener Form in der Regel unm�oglih. Die Bei-tr�age der �ubrigen Zust�ande enthalten aber den \Energienenner\ E0n � E0m und werdendeshalb f�ur Zust�ande mit gro�em energetishen Abstand klein, so da� man sih h�au�g aufbenahbarte Energieniveaus beshr�anken kann.In der St�orungstheorie 2. Ordnung geht man aus von der Gleihung f�ur die Terme in �2und erweitert sie zun�ahst mit hn0j:hn0jĤ0 �E0njn2i+ hn0jŴ jn1i = E1nhn0jn1i+E2nhn0jn0i :Hier vershwindet wieder wegen der Hermitezit�at von Ĥ0 der erste Term und wegen derOrthogonalit�atsbedingung der mit E1n. Es entsteht die BeziehungE2n = hn0jŴ jn1i ;die auf den ersten Blik dem Ergebnis f�ur E1n �ahnelt, sih aber davon dadurh wesentlihuntersheidet, da� hier auf der rehten Seite f�ur jn1i in der Regel die obige Reihenentwik-lung einzusetzen ist: jn1i = Xm6=nhm0jn1i jm0i ;damit wird die Energiekorrektur in 2. OrdnungE2n = Xm6=nhn0jŴ jm0i hm0jŴ jn0iE0n �E0m = Xm6=n jhm0jŴ jn0ij2E0n �E0m :Es handelt sih also wieder um die gleihe Summation wie oben.104



F�ur das shon oben behandelte Problem des harmonishen Oszillators mit St�orpotential folgtf�ur die Korrektur des Energie-Eigenwerts in 2. OrdnungE2n = Xm6=n jhm0jxjn0ij2E0n �E0m :In diesem Fall ist E0n = (n+ 12 )�h! und daherE0n �E0m = (n�m) �h! :Der Operator x l�a�t sih durh die Leiteroperatoren â und ây ausdr�uken:x =r �h2m! (â+ ây) :Wegen deren Eigenshaften besteht die Reihe aus maximal zwei Summanden:a) m = n� 1: hn� 1jx̂jni = r �h2m! hn� 1jajni =r �hm! pnb) m = n+ 1: hn+ 1jx̂jni = r �h2m! hn+ 1j ^̂ayjni =r �hm! pn+ 1 :Durh Einsetzen erh�alt man f�ur die EnergiekorrekturE2n = 1�h! (jhn� 1jajnij2 � jhn+ 1jâyjnij2) = � 12m!2 ;in �Ubereinstimmung mit der exakten L�osung. In diesem Fall vershwinden alle St�orungstermeh�oherer Ordnung.Im Gegensatz zum linearen Stark-E�ekt vershwindet der quadratishe Stark-E�ekt nihtaus Parit�atgr�unden. F�ur den Grundzustand des Wassersto�atoms (ohne Ber�uksihtigung desSpins) ist jn0i = j1s0i. Wegen der Eigenshaften der Kugelfunktionen kommen als angeregteZust�ande jm0i nur die jmpoi in Frage. Damit wird die Energiekorrektur in 2. OrdnungE2n = 1Xm=2 jh1s0jẑjmp0ij2E0n �E0m ;wobei die Summation zus�atzlih eine Integration �uber positive Werte der Energie (ungebun-dene Zust�ande) enth�alt. In \atomi units" istE0n �E0m = � 12 (1� 1m2 ) 12n2 ;die etwas umst�andlihe Auswertung des Matrixelemts ergibtjh1s0jzjmp0ij2 = 283 m7(m� 1)2m�5(m+ 1)2m+5Die Reihe l�a�t sih niht ohne weiteres summieren, in diesem Fall ist aber trotzdem eineL�osung in geshlossener Form m�oglih. Zu diesem Zwek geht man von der urspr�unglihenBeziehung E2n = hn0jŴ jn1iaus und bestimmt jn1i direkt aus der Gleihung f�ur die Terme mit �1, die hier wegen E1n = 0lautet: (Ĥ0 �E0n) jn1i = � Ŵ jn0iIn der Ortsdarstellung ist das eine inhomogene lineare partielle Di�erentialgleihung 2. Ord-nung f�ur  1n: r2 1n + 2 (� 12n2 + 1r ) 1n = � z  0n :Dabei wurden wieder \atomi units" benutzt. In Kugelkoordinaten istz = r os # ;  0n(r; #; ') = 1p� e�r :Die Integration, zum Beispiel durh "Variation der Konstanten\, ergibt 11(r; #; ') = 1p� r (1 + r2) e�r os# :105



Damit l�a�t sih das obige Matrixelement auswerten:hn0j � r os# jn1i = � 2�Z0 �Z0 1Z0 1p� e�r r os # 1p� r (1 + r2 ) e�r os #r2 sin# dr d#d'= � 2� 1� �Z0 os2# sin# d# 1Z0 r4(1 + r2) e�2r dr = � 94 :Die �Anderung der Energie durh den quadratishen Stark-E�ekt ist also �E = � 94 F 2.a2) Entarteter EigenwertDie Eigenvektoren von Ĥ0 zum N -fah entarteten Eigenwert (n > 1) bilden einen N -dimensionalen Unterraum des Zustandsraumes, wobei f�ur die N Basisvektoren jnl0i diesesUnterraumes gilt Ĥ0 jnl0i = E0n jnl0i ; l = 1; 2; : : : ; N :Die Eigenvektoren jnki von Ĥ erf�ullen die zeitunabh�angige Shr�odinger-GleihungĤ jnli = Enk jnkiund gehen f�ur vershwindende St�orung �uber in Eigenvektoren jnk0i von Ĥ0 zum EigenwertE0n. Diese lassen sih daher darstellen alsjnk0i = NXl=1 kl jnl0i :Durh Reihenentwiklung nah dem St�orparameter �:jnki = jnk0i+ � jnk1i+ �2 jnk2i+ : : :Enk = E0n + �E1nk + �2E2nk + : : :und Einsetzen in die Eigenwertgleihung von Ĥ(Ĥ0 + �W ) jnki = Enk jnkiergibt sih durh Ordnen nah Potenzen von � wie oben:�0 : (Ĥ0 �E0n) jnk0i = 0�1 : (Ĥ0 �E0n) jnk1i + (Ŵ �E1nk) jnk0i = 0: : : : : : : : : :Die erste Zeile ist wieder identish mit der Eigenwertgleihung des ungest�orten Hamilton-operators. Aus der zweiten ergibt sih durh Erweitern mit hnl0jhnl0jĤ0 �E0njnk1i+ hnl0jŴ jnk0i = E1nk hnl0jnk0i :Durh Einsetzen der Entwiklung von jnk0i folgtX�l k�l hnl0jŴ jn�l0i = klE1nk :Das ist ein lineares homogenes Gleihungssystem zur Bestimmung der kl. Eine niht-triviale L�osung existiert nur, falls seine S�akulardeterminante vershwindet:�������� (W11 �E1nk) W12 W13 � � �W21 (W22 �E1nk) W23 � � �W31 W32 (W33 �E1nk) � � �. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �������� = 0 ;106



wobei die Abk�urzung Wl�l = hnl0jŴ jn�l0i verwendet wurde. Diese Gleihung vom GradeN hat N L�osungen E1nk f�ur k = 1; :::; N . Da Ŵ hermitesh ist, sind sie alle reell, aberniht notwendig vershieden. Die Entartung wird also durh die St�orung in der Regelnur teilweise aufgehoben. Zu jeder L�osung geh�ort ein Satz von N KoeÆzienten kl f�url = 1; :::; N , wobei wegen der Normierung giltXl 2kl = 1 ;sie sind also bis auf einen gemeinsamen unimodularen Faktor festgelegt. Die Zustandsvek-toren jnk0i bilden ebenfalls eine Basis des Unterraumes von Ĥ0 zum Eigenwert E0n. In ihrist die Matrix des St�oroperators Ŵ diagonal in k, die Diagonalelemente sindhnk0jŴ jnk0i = E1nk :Die Energiekorrektur ist also in diesem Sinne auh hier der Erwartungswert des St�oropera-tors im ungest�orten Zustand. Wie im Fall eines niht-entarteten Eigenwerts sind die jnkpif�ur p � 1 durh dieses Verfahren noh niht eindeutig festgelegt. In Analogie zu der obigenFestsetzung wird deshalb zus�atzlih gefordert, da�hnk0jnkpi = hnl0jnkpi = 0 :gilt. Durh Erweitern der 2. Zeile mit hm�k0j; m 6= n ergibt sihhm�k0jĤ0 �E0njnk1i+ hm�k0jŴ jnk0i �E1nk hm�k0jnk0i = 0 :L�a�t man hier Ĥ0 nah links wirken, so folgt wegen seiner Hermitezit�at(E0m �E0n) hm�k0jnk1i+ hm�k0jŴ jnk0i = 0 :Diese Gleihung l�a�t sih nah den hm�k0jnk1i aufl�osen. Ausjnk1i = Xm6=nX�k hm�k0jnk1i jm�k0iergibt sih dann durh Einsetzen in die Reihenentwiklung von jnki bis auf Terme 2.Ordnung in � jnki � jnk0i+ Xm6=nX�k hm�k0jV̂ jnl0i(E0n �E0m) jm�k0i ;im Vergleih zum niht-entarteten Fall also eine zus�atzlihe Summation �uber �k.F�ur n = 2 ist das Energieniveau des Wassersto�atoms (ohne Elektronenspin) vierfah entartet(N = 4). In der Matrix des St�oroperators V̂ des elektrostatishen Feldes (Stark-E�ekt) inder Basis der ungest�orten Zust�ande j2 l mi vershwinden aus Parit�atsgr�unden alle diagonalenMatrixelemente, ebenso wegen [Ŵ ; L̂z℄ = 0̂alle Matrixelemente zwishen Zust�anden mit vershiedenen Werten vonm, diese Quantenzahlbleibt also auh mit St�orung \ exakt\. Andererseits "misht\ Ŵ Zust�ande mit vershiedeneml, diese Quantenzahl ist also, ebenso wie die Parit�at (�1)l, f�ur die gest�orten Zust�ande nihtmehr wohlde�niert. Die beiden einzigen von Null vershiedenen Matrixelemente sind daherh2s0jŴ j2p0i = h2p0jŴ j2s0i�. Hier folgt ausj2s0i =̂ 1p2 r (1� r2) e�r=2 1p4� ; j2p0i =̂ 12p6 r2 e�r=2r 34� os #107



f�ur das fraglihe Matrixelementh2s0jŴ j2p0i = Z  �2s0 r os# 2p0 d3r = 2�Z0 �Z0 1Z0 r4 (1� r2) e�r os2# sin# dr d#d'= 2� 23 (4!� 12 5!) 116� = � 3 :damit ergibt sih als Matrix des St�oroperators~W =0B� 0 0 �3F 00 0 0 0�3F 0 0 00 0 0 01CA :Die S�akulargleihung lautet��������E12k 0 �3F 00 �E12k 0 0�3F 0 �E12k 00 0 0 �E12k ������� = (E12k)2[(�E12k)2 � 9℄ = 0 :Sie hat die L�osungen E121 = �3 ; E122 = E123 = 0 ; E124 = +3 .Einer der Eigenwerte ist also weiterhin entartet. Durh Einsetzen der E12k und Bestimmungder kl aus dem homogenen linearen Gleihungssystem mit anshlie�ender Normierung erge-ben sih die neuen Basisvektoren j2k0i:j2 10i = 1p2 (j2s;m = 0i+ j2p;m = 0ij2 20i = �j2p;m = +1ij2 30i = + j2p;m = �1ij2 40i = 1p2 (j2s;m = 0i � j2p;m = 0i) :Die Zust�ande j2 20i und j2 30i geh�oren zum gleihen (unver�anderten) Eigenwert. Sie werdendurh die St�orung niht ver�andert. Insgesamt stimmen die j2 k0i mit den parabolishenEigenvektoren �uberein, so ist j2 20i bis auf das Vorzeihen identish mit jn = 2; k = 1; m = 0i.H�atte man sie von vornherein als ungest�orte Basisvektoren verwendet, so w�are die Matrix vonŴ diagonal gewesen. Die Zust�ande mit m = 0 sind Linearkombinationen aus j2s0i und j2p0iund haben daher kein wohlde�niertes und damit auh keine wohlde�nierte Parit�at. Alle dieseZust�ande sind dagegen Eigenzust�ande von L̂z zum Eigenwertm und au�erdem Eigenzust�andedes Operators Âz, der die z-Komponente des Laplae-Runge-Lenz-Vektors darstellt.Durh die Wirkung der St�orung wird die Symmetrie des Systems und damit die daraufberuhende Entartung im allgemeinen, zumindest teilweise, aufgehoben.Im vorigen Beispiel ist das Energieniveau mit n = 2 f�ur F = 0 vierfah entartet. Durhdas elektrishe Feld mit seiner Vorzugsrihtung wird die Kugelsymmetrie und damit die m-Entartung aufgehoben. Es verbleibt aber die Symmetrie bez�uglih einer Drehung um diez-Ahse. Das hat zur Folge, da� das Energieniveau in drei Unterniveaus f�ur m = +1; 0;�1aufgespalten wird, von denen das mittlere zweifah entartet bleibt.g = 4 . . . . . . . . . g = 1g = 2g = 13F3FF = 0 F 6= 0?6?6In Sonderf�allen besteht die Entwiklung nah Potenzen von � nur aus einer endlihenAnzahl von Termen, die St�orungsrehnung bis zu der entsprehenden Ordnung liefert danndie exakte L�osung des Problems. 108



Die Energieniveaus eines Atoms �andern sih auh durh die Einwirkung eines �au�eren Mag-netfeldes (Zeeman-E�ekt). Wenn dieses in z-Rihtung wirkt und die Feldst�arke B hat, giltf�ur den Operator der Wehselwirkung des magnetishen Dipolmoments des Wassersto�atoms(ohne Spin) mit dem �au�eren Feld V̂o = e02m0 B L̂z :Die �Anderung des Energie-Eigenwertes in 1. Ordnung von B, das hier die Stelle von � vertritt,ist hn lmjV̂oj�n �l �mi = Æn�nÆl�lÆm �m B e0�h2m0 m ;denn V̂o kommutiert sowohl mit Ĥ0 als auh mit L̂2 und L̂z. Die urspr�unglih vierfahe Entar-tung des Energieniveaus n = 2 wird also teilweise aufgehoben, da wegen der Vorzugsrihtungdes Magnetfeldes keine Kugelsymmetrie mehr besteht. Die beiden Zust�ande j2s0i und j2p0ihaben aber nah wie vor die gleihe (unge�anderte) Energie, denn die Drehsymmetrie um diez-Ahse bleibt erhalten. In diesem Fall bleiben au�erdem alle Zustandsvektoren unver�andert,da der St�oroperator mit dem ungest�orten Hamiltonoperator kommutiert, und die St�orungs-rehnung liefert shon in 1. Ordnung das exakte Ergebnis. Jede Spektrallinie wird dabei indrei Komponenten mit dem Abstand h�� = �E aufgespalten ("normaler\ Zeeman-E�ekt,Zeeman-Triplett).Im Gegensatz zum Stark-E�ekt f�uhrt die Ber�uksihtigung des Elektronenspins zu einer we-sentlihen �Anderung. Die Wehselwirkung des magnetishen Moments des Spins mit dem�au�eren Feld B wird beshrieben durĥVs = e0m0 B Ŝzund ergibt als Energiekorrektur in 1. Ordnung, die wieder das exakte Ergebnis darstellt,hn lmlmsjV̂sj�n �l �ml �msi = Æn�nÆl�lÆml �mlÆms �ms B e0�hm0 ms :Zusammen mit dem Beitrag des magnetishen Moments des Bahndrehimpulses, der obenbehandelt wurde, ergibt sih f�ur die gesamte Wehselwirkung mit dem Magnetfeldhn lmlmsjV̂o + V̂sjn lmlmsi = B e0�h2m0 (ml + 2ms) = B �B (ml + 2ms) ;dabei wurde die De�nition des Bohrshen Magnetons �B = e0�h=2m0 benutzt. Der Beitragdes Spins hat zur Folge, da� auh beim Wassersto�atom die Aufspaltung niht mehr demZeeman-Triplett entspriht ("anomaler\ Zeeman-E�ekt).Unter Umst�anden wird durh die St�orung auh bei beliebig kleiner Amplitude � der Cha-rakter der L�osung vollst�andig ver�andert. In diesem Fall konvergiert die St�orungsreihe niht,trotzdem kann die Entwiklung bis zu einer bestimmten Ordnung physikalish bedeutsamsein. Auh wenn das Zentralfeld sih nur beliebig wenig von einem Coulombfeld untersheidet,gibt es keine l-Entartung und damit keinen linearen Stark-E�ekt mehr, sondern nur einenquadratishen Stark-E�ekt. Die dabei auftretenden Energienenner sind aber sehr klein undf�uhren bei abnehmender Feldst�arke zu einem stetigen �Ubergang in den linearen Stark-E�ekt.Die exakte L�osung der Shr�odinger-Gleihung f�ur ein Wassersto�atom in einem homogenenelektrishen Feld f�uhrt zu dem Ergebnis, da� es auh bei beliebig kleiner Feldst�arke keinediskreten gebundenen Zust�ande mehr gibt. Die Ursahe liegt darin, da� die potentelle EnergieV (r; z) = � e20r + e0F zf�ur z ! �1 niht nah unten beshr�ankt ist. Es entsteht so in Rihtung der z-Ahse f�urjeden Wert der Energie ein Potentialwall endliher Breite und H�ohe, der von dem Elektron mitendliher Wahrsheinlihkeit durhtunnelt werden kann. Alle f�ur F = 0 gebundenen Zust�andewerden dadurh instabil und zerfallen in endliher Zeit (Feldionisation). F�u shwahe Felder109



und tiefliegende Energieniveaus sind diese Zeiten aber so lang, da� die Atome als metastabilbetrahtet werden k�onnen. Die einzelnen Terme der { niht-konvergenten { St�orungsreihebeziehen sih auf solhe metastabilen Zust�ande. Da die Annahme eines vollst�andig isoliertenAtoms eine unrealistishe Idealisierung darstellt, wird sih in realen Systemen der Zustanddes Atoms durh �au�ere zeitabh�angige St�orungen in der Regel shon lange vor einem solhenZerfall ver�andert haben.b) Zeitabh�angige St�orungstheorieDa die Wehselwirkungen zwishen Elementarteilhen niht explizit von der Zeit abh�angen(niht "altern\), gilt das auh f�ur den Hamiltonoperator eines abgeshlossenen Systems.Zeitabh�angige St�orungen sind daher auf die Einwirkung einer Umgebung zur�ukzuf�uhren.Da das System dann niht mehr abgeshlossen ist, bleibt seine Energie niht erhalten, undseine Zust�ande sind niht mehr station�ar. Nur wenn die Zeitabh�angigkeit der St�orungsehr shwah ist (adiabatishe St�orungen), kann man von quasistation�aren Zust�andenmit zeitabh�angigen Energie-Eigenwerten ausgehen und diese nah der zeitunabh�angigenSt�orungstheorie berehnen, wobei die Zeit t dann nur die Rolle eines Parameters spielt.F�ur hinreihend shnelle �Anderungen mu� man die explizite Zeitabh�angigkeit des Hamil-tonoperators in der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihung ber�uksihtigen:Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t) :Diese ist dann niht mehr separabel, aber die Eigenfunktionen	0k(qi; t) = exp(� {�hEk t) 0k(qi)des (zeitunabh�angigen) ungest�orten Hamiltonoperators Ĥ0 stellen nah wie vor eine Basisdes Zustandsraumes dar. Sie gehorhen der zeitunabh�angigen Shr�odinger-GleihungĤ0	0k = Ek	0k ;haben also eine wohlde�nierte Energie und sind station�ar. Das gilt niht mehr f�ur dasallgemeine Integral der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihung{�h �	0�t = Ĥ0	0 ;das sih als Linearkombination von station�aren L�osungen shreiben l�a�t:	0(qi; t) =Xk k	0k(qi; t) =Xk k exp(� {�hEk t) 0k(qi) :Die Wellenfunktion 	(qi; t) des gest�orten Zustandes ist eine L�osung der zeitabh�angigenShr�odinger-Gleihung {�h �	�t = Ĥ(t)	 = [Ĥ0 + V̂ (t)℄	und l�a�t sih niht mehr in einen zeitabh�angigen und einen ortsabh�angigen Anteil sepa-rieren. Maht man aber nah Dira den Ansatz ("Variation der Konstanten\)	(qi; t) =Xk k(t)	0k(qi; t) =Xk k(t) exp(� {�hEk t) 0k(qi)110



mit im allgemeinen zeitabh�angigen EntwiklungskoeÆzienten k(t), so erh�alt man nahEinsetzen in die Shr�odinger-GleihungXk [ {�h dkdt +Ek k ℄ exp(� {�hEk t) 0k =Xm [Em + V̂ (t)℄ m exp(� {�hEm t) 0m :Erweitern mit 	�n(qi; t) und Integration �uber das Volumen ergibt ein gekoppeltes ("simul-tanes\) System von gew�ohnlihen Di�erentialgleihungen 1. Ordnung f�ur die m(t):{�h dmdt =Xk ke{!mkt Vmk(t) ;dabei wurden die Abk�urzungen verwendet:�h!mk = Em �Ek ; Vmk(t) = h 0mjV̂ (t)j 0ki :Falls die St�orung nur f�ur 0 � t � T wirkt und das System sih vorher im station�arenZustand mit der Energie En befand, giltm(0) = Æmn :Nah dem Aufh�oren der St�orung zum sp�ateren Zeitpunkt T ist die Wellenfunktion desSystems zwar wieder eine Eigenfunktion von Ĥ0, aber im allgemeinen eine �Uberlagerungvon vershiedenen 	0k. Die zeitabh�angige St�orung f�uhrt also zu �Uberg�angen aus dem Ei-genzustand jni von Ĥ0 in andere jmi, dabei ist die Wahrsheinlihkeit, da� es sih zumZeitpunkt T im Zustand mit der Energie Em be�ndet, die �UbergangswahrsheinlihkeitPmn(T ) = jm(T )j2 :Wegen der Anfangsbedingung liefert f�ur hinreihend kleine t auf der rehten Seite derDi�erentialgleihung f�ur m(t) nur der Summand mit k = n einen wesentlihen Beitrag.N�aherungsweise ergibt sih dannm(T ) = Æmn � {�h TZ0 Vmn(t) e{!mnt dt :Die Integrationsgrenzen k�onnen durh �1 und +1 ersetzt werden, wenn man die De�-nition von V (t) und entsprehend Vmn(t) erg�anzt durh V (t) � 0 f�ur t < 0 und t > T .Durh Fourier-Zerlegung der zeitabh�angigen St�orung:V̂ (t) = (2�)�1=2 +1Z�1Ŵ (!) e�{!t d!erh�alt man die Frequenzverteilung mit der AmplitudenfunktionŴ (!) = (2�)�1=2 +1Z�1V̂ (t) e+{!t dt :Diese h�angt wegen der erg�anzten De�nition von V̂ (t) ebenso wie dieses von T ab. Dasgleihe gilt daher f�ur ihr MatrixelementWmn(!) = h 0mjŴ j 0ni :111



Durh Vergleih mit der obigen Darstellung von m(t) folgt dann f�ur m 6= nm(T ) = p2�{ �h Wmn(!mn)und damit die gleihfalls von T abh�angige �UbergangswahrsheinlihkeitPmn = 2��h2 jWmn(!mn)j2 :Diese Beziehung wird als \Fermi's golden rule" bezeihnet. Aus ihr folgt der Resonanz-harakter des �Ubergangs: Die �Ubergangsfrequenz !mn mu� im Spektrum von V̂ (t) mitendliher Amplitude enthalten sein. H�au�g �ndet man auh eine andere Formulierung,bei der die St�orung als monohromatish mit der Frequenz ! angenommen wird, dann istdie �Ubergangswahrsheinlihkeit proportional zu Æ(! � !mn).Strahlungs�uberg�angeVon den vier fundamentalen Wehselwirkungen (Gravitation, elektromagnetishe Weh-selwirkung, starke und shwahe Wehselwirkung) ist f�ur den Aufbau der Materie imatomaren Bereih praktish nur die elektromagnetishe Wehselwirkung von Bedeutung.Entsprehend ist die wihtigste zeitabh�angige �au�ere St�orung die Wehselwirkung mit ei-nem elektromagnetishen Strahlungsfeld. Grunds�atzlih m�u�ten das atomare System unddas elektromagnetishe Feld als wehselwirkendes Gesamtsystem behandelt werden. ImGegensatz zum atomaren System hat das elektromagnetishe Feld unendlih viele Frei-heitsgrade und mu� zudem relativistish betrahtet werden, so da� dieses Problem in dasGebiet der Quantenelektrodynamik geh�ort. In ihrem Rahmen kann neben der erzwunge-nen Absorption und Emission auh die spontane Emission aus Zust�anden erkl�art werden,die nah der hier behandelten nihtrelativistishen Quantenmehanik von Systemen mitendlih vielen Freiheitsgraden station�ar sein sollten. Wegen der relativ shwahen Weh-selwirkung zwishen den beiden Teilsystemen kann man aber hier von der R�ukwirkungdes atomaren Systems auf das elektromagnetishe Strahlungsfeld absehen und dieses als�au�ere Einwirkung betrahten.Die Wehselwirkung des elektromagnetishen Feldes mit den Elementarteilhen des Sy-stems erfolgt �uber deren Ladung und wird beshrieben durh die elektrishe und magneti-she Feldst�arke E (r ; t) undB(r ; t), die ihrerseits aus den elektromagnetishen Potentialen� und A folgen: E = �r�� 1 �A�t ; B = r�A :Magnetishe Felder sind letztlih bewegte elektrishe Felder; das von einer bewegten elek-trishen Ladung erzeugte Magnetfeld steht zu ihrem elektrishen Feld im Verh�altnis v=,ist also im Grunde ein relativistisher E�ekt 1. Ordnung in v= bzw. �fs = e20=�h .Die Wehselwirkung einer Ladungsverteilung mit einem elektromagnetishen Feld ge-shieht �uber ihre elektrishen und magnetishen Multipolmomente, also das elektrisheund magnetishe Dipolmoment, Quadrupolmoment usw.; die damit verbundene elektro-magnetishe Strahlung wird als E1-, E2-,... bzw. M1-, M2-,... Strahlung bezeihnet. In derklassishen Mehanik gilt f�ur die Hamiltonfunktion eines Teilhens mit der Ladung q inWehselwirkung mit einem elektromagnetishen FeldH = 12m [p � q A(r)℄2 + q �(r ) :112



In der Quantenmehanik ist entsprehend der Hamiltonoperator f�ur ein Wassersto�atomĤ = 12m0 [�{�hr+ e0 A(r)℄2 � e20r � e0 �(r) :Der Term mitA2 ist von 2. Ordnung in �fs und kann deshalb im allgemeinen vernahl�assigtwerden (aber: Laser!), damit wirdĤ = h� �h22m0r2 � e20r i+ [� {e0�hm0 A� e0 �i = Ĥ0 + V̂ :F�ur eine elektromagnetishe Welle sind A und � und damit auh V̂ Funktionen der Zeit.Im Vakuum haben E undB den gleihen Betrag, die Wehselwirkung mit dem Magnetfeldist daher um den Faktor (v=)2 � �2fs kleiner, und man kann sih auf die Wehselwirkungmit dem elektrishen Feld beshr�anken. Hier ist der wihtigste Beitrag der des elektrishenDipolmoments: e0 � = �E �D ; D = � e0 r :Die Linienst�arke eines Strahlungs�uberganges wird also bestimmt durh das Matrixelementdes elektrishen Dipolmoments zwishen den beiden beteiligten Zust�anden (E1-Strahlung).Wenn dieses vershwindet, nennt man den �Ubergang "verboten\. In diesem Fall werdendie Beitrage h�oherer Multipolmomente wesentlih (E2- und M1-Strahlung).
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