EINLEITUNG

Quantenmechanik und Relativitédtstheorie bilden zusammen die Grundlage der heutigen
theoretischen Physik und haben zu einer weitgehenden Vereinigung der Teildisziplinen
nicht nur der Physik im engeren Sinne, sondern auch der Naturwissenschaft insgesamt,
also der Physik im weiteren Sinne, gefithrt. Der Name ,,Physik“ ist ndmlich hergeleitet
aus guvoto, dem griechischen Wort fiir ,Natur“. Mit diesem Begriff wird die objektive
Auflenwelt bezeichnet, der der Mensch als erkennendes Subjekt gegeniibersteht.

Eine solche Einstellung und damit der Beginn einer Naturwissenschaft {iberhaupt findet
sich erstmals bei den griechischen Naturphilosophen, die im Gegensatz zu allen bisheri-
gen Kulturen diese Auflenwelt nicht als durch das willkiirliche Handeln iibernatiirlicher
Wesen (Gotter, Geister, Ddmonen) beherrscht ansahen, sondern davon ausgingen, daf}
die Vorginge in der Natur nach allgemeinen Gesetzen ablaufen, die fiir die menschliche
Vernunft erkennbar sind (Rationalismus statt Mystik).

Fiir das menschliche Subjekt ist die Auflenwelt nur iiber die Sinne erfahrbar, wobei man
MefBinstrumente als Erweiterungen der Sinnesorgane betrachten kann.

Im Rahmen eines radikalen Skeptizismus, etwa im Sinne von David Hume, kann man die
Existenz einer vom Subjekt unabhingigen Auflenwelt natiirlich in logisch unwiderlegbarer
Weise bestreiten (, Wenn keiner hinschaut, ist der Mond nicht da“), mit dieser Haltung, die
im Solipsismus gipfelt (,Es gibt nur mich, alles andere sind Ausgeburten meiner Phantasie®),
dann allerdings auch keine Naturwissenschaft betreiben. Meistens machen die Vertreter dieser
Philosophie aber im téglichen Leben keinen Gebrauch von ihr, wie die folgende amiisante
Geschichte von Bertrand Russell zeigt: ,,Einmal erhielt ich einen Brief von einer angesehenen
Logikerin, Frau Christine Ladd Franklin, die von sich sagte, sie sei Solipsistin und iiberrascht,

daf} es nicht mehr davon gebe.“

Im Gegensatz zu Empfindungen sind die, in der Regel quantitativen, Ergebnisse von Mes-
sungen zwischen verschiedenen Subjekten kommunizierbar. Auch ein Blinder kann also von
der Farbe reden, wenn er iiber die Ablesungen eines Spektrometers spricht. Die grundlegen-
de Annahme der Naturwissenschaft ist nun, daf§ die Natur bei ihrer zeitlichen Verdnderung
objektiven Regelméifigkeiten (Naturgesetze) folgt, die unabhéngig vom menschlichen Sub-
jekt existieren, wenn auch ihre Formulierung kulturabhingig ist, die also im Prinzip von
hinreichend intelligenten Ameisen erkannt werden kénnten.

Diese Auffassung steht in scharfem Gegensatz zu dem in Teilen der heutigen Geistes- und So-
zialwissenschaften propagierten ,postmodernen Relativismus®, der behauptet, daf} alle Aus-
sagen nur , Texte“ oder ,Mythen“, daher gleich ,wahr“ und letztlich nur vom sozialen Umfeld
abhéngig seien. Danach wére die Ansicht der modernen Astronomie, dafl Sonnenfinsternisse
durch den Schattenwurf des Mondes auf die Erdoberfliche zustande k&dmen, genauso wahr,
wie die einiger Naturvolker, dafy dabei die Sonne von einem Tier verschlungen wiirde, wogegen
lautes Trommeln helfe, oder die des mittelalterlichen Christentums, daf} es sich um gottli-
che Strafandrohungen handle, auf die man mit Bufliibungen und intensivem Gebet reagieren
miisse. Auch die Zahl 7 ist danach ein gesellschaftliches Konstrukt, das in einer von alten,
weiflen Ménnern beherrschten Gesellschaft einen anderen Wert hat als bei jungen, farbigen
Frauen. Diese besonders in der Soziologie und in der Linguistik verbreiteten Ansichten sind
allerdings nicht so verwunderlich, wenn man bedenkt, daf§ als Folge unseres Bildungssystems

die mathematisch-naturwissenschaftlichen Kenntnisse eines durchschnittlichen Soziologen die



eines frithmittelalterlichen Christen nicht wesentlich iibersteigen. Die Selbstsicherheit dieser
Kulturwissenschaftler wurde allerdings doch etwas erschiittert durch “Sokal’s hoax”. Der
Physiker Alan Sokal vertffentlichte 1996 in “Social Text”, einer amerikanischen Zeitschrift
fiir Kulturwissenschaft, einen Artikel mit dem Titel “Transgressing the Boundaries: Towards
a Transformative Hermeneutics of Quantum Gravity”, der mit unsinnigen, aber bedauer-
licherweise echten Zitaten von bedeutenden postmodernistischen Intellektuellen wie Lacan,
Latour, Irigaray und Derrida gespickt war. Da die Diktion und Argumentationsweise vollig
der in dieser Zeitschrift iiblichen entsprach, wurde er nicht als Parodie erkannt. Unmittelbar
darauf deckte Sokal seinen Scherz in den Konkurrenzzeitschriften “Dissent” und “Philosophy
and Literature” auf und machte dadurch die Blamage der postmodernen Wissenschaftssozio-

logen offentlich.

Im Gegensatz zu den meisten Geisteswissenschaften oder etwa der Theologie ist die Ba-
sis der Naturwissenschaften die Empirie. Alle naturwissenschaftlichen Erkenntnisse folgen
letztlich aus der Erfahrung, sie konnen weder durch reines Denken (Philosophie) noch
durch Erleuchtung (Theologie) gewonnen werden. Die Erkenntnismethode der Naturwis-
senschaft wurde besonders deutlich von Newton formuliert. Sie ist induktiv-deduktiv, es
werden also auf Grund zufillig gemachter oder durch systematische Experimente gewonne-
ner Erfahrungen induktiv Hypothesen formuliert, aus denen dann deduktiv die Ergebnisse
weiterer, moglichst unterschiedlicher, Experimente vorhergesagt werden. Stimmt deren
Ausfall mit der Vorhersage iiberein, so stiitzt das die Hypothese, andernfalls muf} sie ver-
worfen oder modifiziert werden.

Natiirlich kann zu einer gegebenen Zeit immer nur ein Teil der Auflenwelt, das ,,physi-
kalische System*, untersucht werden, wobei es sich um ein einzelnes Elementarteilchen
oder das Universum als Ganzes handeln kann. Der nicht betrachtete Teil heifit dann die
»,Umgebung®“. Der momentane Zustand des Systems wird festgelegt durch seine Eigen-
schaften, die durch Messungen bestimmt werden. Nur diese bilden den Gegenstand der
Physik, die man daher auch als ,Mefkunst“ — wie frither die Chemie als ,,Scheidekunst*
— bezeichnen kénnte. Da die physikalischen Experimente im allgemeinen zu quantitativen
Ergebnissen (Zeigerablesungen) fiithren, sind die zu ihrer Erkldrung aufgestellten Hypothe-
sen notwendig mathematischer Natur. Die Auflenwelt wird also in gewissem Sinne auf eine
mathematische Modellwelt abgebildet, die ,, physikalische Theorie“, wobei ,, Theorie“ — an-
ders als in der Umgangssprache — nicht ,,Hypothese“ oder ,,Spekulation® bedeutet, sondern
ein umfangreiches System kohérenter Aussagen, die im Experiment iiberpriift wurden.

Die Fihigkeit, das Verhalten der Natur in gewissem Umfang vorherzusagen liefert die
fiir die menschliche Gesellschaft extrem wichtige Moglichkeit, diesen Ablauf durch geziel-
te Eingriffe (Technik) zu beeinflussen. Wéhrend dieser letztere Gesichtspunkt fiir Laien,
insbesondere fiir Politiker, von iiberragender Bedeutung ist, bleibt der eigentliche Beweg-
grund fiir die Beschéftigung mit der Naturwissenschaft doch das Streben nach Erkenntnis,
die eine Deutung der Welt ermoglicht. Eine solche Deutung mufl aber immer in erhebli-
chen Mafle subjektiv bleiben. Sie ist daher nicht Gegenstand der Physik im engeren Sinne,
sondern metaphysikalisch-philosophischer Natur. Die moderne Naturwissenschaft, speziell
die Physik, beantwortet die Sinnfrage prinzipiell nicht. Sie ist ,,reduktionistisch®, im Ge-
gensatz zu , holistischen“ Auffassungen, dafiir aber auch, ebenfalls im Gegensatz zu diesen,
auf ihrem eingeschrinkten Gebiet auflerordentlich erfolgreich. Besonders deutlich kommt
diese Haltung in Newtons beriihmtem Wort “Hypotheses non fingo” (,,Ich erfinde keine
(metaphysikalischen) Hypothesen“) zum Ausdruck.

Obwohl die Physik eine solche Deutung nicht liefert, schrinkt sie doch mogliche rationale
Deutungen ein. So ist die magische Umwandlung von Stoffen, etwa von Wasser zu Wein



(Hochzeit zu Kana) oder Stroh zu Gold (Rumpelstilzchen) mit der Naturwissenschaft un-
vereinbar. Nun sind gerade die Erkenntnisse von Quantenmechanik und Relativitdtstheorie
fiir solche Deutungsversuche von besonderem Reiz und haben daher auch bei Laien grofies
Interesse gefunden und zu philosophisch-weltanschaulichen Spekulationen, zum Beispiel
iiber Akausalitit und Subjektivitit des Naturgeschehens, gefiihrt, die in der physikali-
schen Theorie kaum eine Basis finden. Natiirlich wird wohl fast jeder Physiker fiir sich
eine Deutung entwickeln — es wére bedauerlich, wenn er es nicht tiate —, doch wird diese
notwendig durch seine weltanschauliche Einstellung subjektiv gefirbt sein. Es ist daher
notig — insbesondere im Gespriach mit Laien —, zwischen den objektiven Aussagen der
Quantenmechanik und ihrer subjektiven Deutung zu unterscheiden.

In dieser Vorlesung wird nur der mathematische Apparat der Quantenmechanik darge-
stellt, iiber den unter Physikern weitgehende Ubereinstimmung besteht. Das ist auch die
Vorgehensweise in fast allen Lehrbiichern. Thre Zahl ist Legion, und die Unterschiede
zwischen ihnen beschrianken sich im wesentlichen darauf, welche Teile aus der Fiille des
Stoffs als die wichtigsten angesehen und deshalb aufgenommen werden. Dabei spielt
natiirlich das Arbeitsgebiet des Autors eine Rolle, hier wird die wesentliche Anwendung,
wie auch in der historischen Entwicklung, auf dem Gebiet der Atomphysik liegen.

Historische Entwicklung

Vom Altertum bis zum Mittelalter waren Gegenstand der Physik zwei weitgehend von-
einander getrennte Teilgebiete, ndmlich einerseits die Bewegung von Kérpern in Raum
und Zeit (Kinematik) und ihre Ursachen (Dynamik), aus der sich die Mechanik, die Elek-
trodynamik und als ihre Zusammenfassung die Relativititstheorie entwickelten, und an-
dererseits die Struktur der Materie, die zur Quantentheorie und damit zum Gegenstand
dieser Vorlesung fithrte. Uber den Aufbau der Materie gab es im Altertum zwei wesentlich
verschiedene Vorstellungen.

a) Aristoteles

Der gesamte Raum ist von Materie erfiillt, es gibt kein Vakuum. Die Materie stellt ein
Kontinuum dar. Zerschneidet man zum Beispiel einen Wiirfel einer bestimmten Substanz,
so sind die entstandenen Teile bis auf ihre Abmessungen vom urspriinglichen Kérper un-
unterscheidbar. Die Materie ist, mit einem modernen Ausdruck, “selbstdhnlich” (wie die
russischen ,,Puppen in der Puppe“). Die unbegrenzt fortgesetzte Unterteilung fithrt zu den
bekannten begrifflichen Schwierigkeiten des Kontinuums.

b) Demokrit

Die Materie ist nicht beliebig teilbar. Bei fortgesetzter Unterteilung wird eine Stufe er-
reicht, bei der ihre kornige Struktur deutlich wird. Sie besteht aus (auf kontinuierliche
Weise) nicht weiter teilbaren , Atomen“, deren Eigenschaften sich véllig von denen der ma-
kroskopischen Korper unterscheiden, so bestehen Eisenatome nicht aus Eisen. Die Atome
bewegen sich ungeordnet und zuféllig im unbegrenzten leeren Raum. Bei Zusammenstdfien
wechselwirken sie miteinander und bilden Muster — die makroskopischen Koérper — mit be-
stimmten Eigenschaften.

,ocheinbar ist Farbe, scheinbar Siifligkeit, scheinbar Bitterkeit — wirklich nur
Atome und Leeres.“
(Demokrit, Fragment 125)



Die Vorstellungen Demokrits stimmen in vielem mit der modernen Theorie iiberein. (Die
Kornigkeit der Materie zeigt sich schon auf einer Skala von 10~ %m, der Ferromagnetis-
mus beruht auf der Anordnung der Eisenatome im Kristallgitter und verschwindet beim
Schmelzen, die Schalenstruktur der Elektronenverteilung um den Atomkern bestimmt die
chemischen Eigenschaften.) Sie stellen aber keine Vorwegnahme der heutigen Kenntnisse
dar, denn es handelte sich bei ihnen nur um kithne Spekulationen, die durch keinerlei
Beobachtungen gestiitzt wurden.

Im Gegensatz zum Weltbild des Aristoteles ist das des Demokrit kausal, aber nicht final.
Die Bewegung der Atome, ebenso wie die Bildung und Auflésung der Muster, sind rein
zufillig. Das Geschehen in der Welt verlduft ziellos. Die Lehre des Demokrit galt daher
auch schon bei den recht liberalen Griechen als ausgesprochen atheistisch und war im
Mittelalter sowohl bei Christen wie bei Muslimen verpont.

Erst mit dem Zerfall des Meinungsmonopols der Kirche zu Beginn des 17. Jahrhunderts er-
langte sie wieder Bedeutung, als Evangelista Torricelli, ein Schiiler Galileis, und Otto von
Guericke die Existenz des Vakuums demonstrierten und so nach dem geozentrischen Welt-
system einen weiteren wesentlichen Teil der aristotelischen Naturphilosophie widerlegten.
Atomistische Vorstellungen bilden auch die Grundlage der Newtonschen Mechanik. Seine
,Korper* sind, wie die Atome Demokrits, Massenpunkte, die sich, allerdings unter dem
stdndigen Einflufl ihrer Wechselwirkungen, kausal-determiniert im leeren Raum bewegen,
oder sie sind aus solchen Massenpunkten aufgebaut.

Hinweise auf die atomistische Struktur der Materie ergaben sich in der Folgezeit aus der
Chemie (Gesetz der konstanten und multiplen Proportionen) und der Kristallographie und
fiihrten zur kinetischen Gastheorie, doch gab es noch bis zum Ende des 19. Jahrhunderts
bedeutende Physiker wie Mach und Oswald, die die reale Existenz der Atome bestritten.

Auf sie bezieht sich die bekannte Aufierung von Max Planck: , Eine neue wissenschaftliche
Wabhrheit triumphiert nicht dadurch, daf} sie ihre Gegner iiberzeugt und sie das Licht sehen
148t, sondern vielmehr, weil die Gegner schliefilich sterben und eine neue Generation schon

an sie gewGhnt ist.“

Zu diesem Zeitpunkt hatte sich schon aus Experimenten, insbesondere bei Gasentladun-
gen, ergeben, dafl die Atome eine innere Struktur besitzen, die elektromagnetischer Natur
ist. Es war gelungen, aus ihnen negative , Elektrizitatsatome“ (Elektronen) freizusetzen,
wobei sie als positive Tonen zuriickblieben. Im Atommodell von Thomson (“plum pud-
ding”, ,Rosinenbrot“) erfiillt die positive Ladung den Raum des Atoms, in ihr schwimmen
die Elektronen. Die bei deren Anregung (Auslenkung aus der Ruhelage) ausgesandte elek-
tromagnetische Strahlung stimmte allerdings nur mit der Gréflenordnung, aber nicht mit
der Verteilung der beobachteten Frequenzen iiberein. Schlieilich zeigte Rutherford, dafl
die positive Ladung des Atoms im einem kleinen Kern konzentriert ist und die Elektronen
diesen umgeben. Eine erste quantitative Erklarung lieferte das Bohrsche Atommodell, bei
dem der klassischen Theorie Quantenbedingungen aufgepfropft werden, wie sie Planck bei
der Berechnung des Spektrums der Hohlraumstrahlung aufgestellt hatte. Die endgiiltige
Theorie, die Quantenmechanik, wurde in den Jahren von 1920 bis 1930 im wesentlichen
von Dirac, Heisenberg und Schrédinger entwickelt.



KAPITEL 1: POSTULATE DER QUANTENMECHANIK

Ein quantenmechanisches System kann sich im allgemeinen in einer grofien Anzahl
verschiedener Zustinde befinden. Jeder von ihnen wird durch einen vollstindigen Satz
voneinander unabhingiger und miteinander vertriglicher durch Mefiprozesse definierter
Eigenschaften (Observablen) festgelegt. Seine zeitliche Entwicklung (,,Bewegung*) erfolgt
kausal. In der physikalischen Theorie werden den Zustinden und den Observablen mathe-
matische Objekte zugeordnet, wobei die experimentellen Erfahrungen wesentlich eingehen.

a) Zustinde

Aus dem ,, Wellencharakter der Materie, also aus der Existenz von Interferenzerscheinun-
gen, folgt (in Analogie zu den Eigenschwingungen eines Monochords) das Uberlagerungs-
prinzip (Superpositionsprinzip):

Sind a und b zwei mégliche Zustinde des Systems, so ist auch ihre Uberlage-
rung ¢ ein moglicher Zustand.

Wellenvorgédnge werden beschrieben durch die Wellengleichung

oo 10

0x?2 c2 Ot?

=0.

Es handelt sich um eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung. Wenn @, (z,t) und
Dy (z,t) zwei Losungen der Wellengleichung sind, gilt das auch fiir ihre Uberlagerung

B (z,t) = ady(x,t) + 8Pp(x,t) .

Systeme, die aus klassischen Teilchen bestehen, gehorchen dagegen der Hamilton-Jacobi-
Gleichung. Speziell gilt fiir die Bewegung eines freien Teilchens in einer Dimension:
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Hier handelt es sich um eine nichtlineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Wenn die Wir-
kungsfunktionen S, (z,t) und Sy(z,t) diese Gleichung erfiillen, gilt das im allgemeinen nicht

fiir ihre Uberlagerung
Sc(m7t) =a Sa(mat) + IB Sb(ﬂ?,t) B
diese beschreibt also keinen moglichen Zustand.
Wie spiter gezeigt werden wird, gilt in der Quantenmechanik fiir die Wellenfunktion eines

freien Teilchens die Schrédinger-Gleichung
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also wieder eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, deren Lésungen sich su-

perponieren lassen.

Fiir eine theoretische Beschreibung mufl man den Zustidnden und Observablen als Bilder
mathematische Groflen zuweisen und eine Vorschrift angeben, die diese in Beziehung zu
den Ergebnissen von Messungen setzt. Wegen des Superpositionsprinzips lautet das

1. Postulat:

Den Zustdnden eines quantenmechanischen Systems werden die Elemente eines
abstrakten linearen Vektorraumes, des Zustandsraumes, zugeordnet.



Zustanda — |a) .

Der Uberlagerung zweier Zustinde entspricht dann die Linearkombination der Zustands-
vektoren:

c) = ala) + B b) .

Die Uberlagerung eines Zustandes mit sich selbst ergibt wieder denselben Zustand, Vek-
toren gleicher Richtung (,,Strahl“, “ray”) stellen also den gleichen Zustand dar. Da die
Uberlagerung auch Phasenanteile enthalten kann (analog zum Monochord), sind die Ko-
effizienten o und ( dieser Linearkombination im allgemeinen komplexe Zahlen.

Wenn ein Zustandsvektor sich als Linearkombination anderer Zustandsvektoren schrei-
ben 148t, heifit er von ihnen linear abhéingig. Entsprechend folgt der Begriff der linearen
Unabhéngigkeit einer Anzahl von Zustandsvektoren |by),|b2), ..., |by). Als eine Basis des
Zustandsraumes bezeichnet man eine Gesamtheit von Zustandsvektoren, die linear un-
abhéngig sind und aus denen sich jeder weitere Zustandsvektor durch Linearkombination
zusammensetzen 1aft. Wenn die Maximalzahl linear unabhéngiger Zustandsvektoren end-
lich ist, nennt man sie die Dimension des Zustandsraumes, sie kann aber auch — und das
ist sogar der Regelfall — abzéhlbar unendlich sein.

Die Auswahl einer Basis ist nicht eindeutig; bei einer bestimmten solchen, zum Beispiel
durch |b1),|b2), ... spricht man von einer Darstellung (“representation”) des Zustandsrau-
mes. Wegen

\a) :a1|bl)+a2|bg) + ...

wird dann ein Zustandsvektor durch seine Komponenten a; dargestellt, und man kann ihn
als Spaltenvektor (,ket-Vektor*) schreiben:

Zur Einfithrung einer Metrik (“Lingen” und “Winkel”) mufi man ein Skalarprodukt
einfiithren, also eine invariante (von der Auswahl der Basis unabhingige) Bilinearform,
die jedem Paar von Zustandsvektoren |a),|b) eine komplexe Zahl (a|b) zuordnet. Einen
solchen linearen Vektorraum mit Metrik, der von héchstens abzédhlbar unendlich vielen
Basisvektoren aufgespannt wird, nennt man einen Hilbert-Raum. Wihrend man bei re-
ellen Vektorrdumen meist die Symmetrie des Skalarprodukts voraussetzt, wird hier seine
Hermitezitit gefordert:
(bla) = {alb)* .

es ist also nicht-kommutativ. Weiterhin muf} es positiv-definit sein:
(ala) >0,

wobei (a|a) = 0 nur fiir fiir den Nullvektor |0) gilt, dem kein moglicher Zustand entspricht.
Das Skalarprodukt ist beziiglich beider Faktoren distributiv:

(alby + b2) = (a|b1) + (alb2)
(a1 + az|b) = (a1b) + (az[b) ,

aber beziiglich des zweiten Faktors linear:
(a|Bb) = Blalb)
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beziiglich des ersten antilinear:
(aalb) = a*(alb) .

Wegen der Bilinearitit geniigt zur Berechnung des Skalarprodukts beliebiger Zustands-
vektoren die Kenntnis der Skalarprodukte der Basisvektoren (b;|b;) in einer gegebenen
Darstellung. Sie bilden dort eine hermitesche Matrix (metrischer Tensor).

Zwei Zustinde a und b heiflen orthogonal, wenn fiir ihre Zustandsvektoren
(alb) =0

gilt. Die Norm (Linge) eines Zustandsvektors ist definiert durch

lall= /{ala) .

Im folgenden werden zunéchst alle Zustandsvektoren als normiert vorausgesetzt:
(ala) =1,

spiter werden aber auch nichtnormierbare (uneigentliche) Zustandsvektoren betrachtet
werden. Eine Basis von Zustandsvektoren kann durch das Schmidt-Verfahren orthonor-
miert werden:

(bi]br) = i

In einer orthonormierten Basis ist der metrische Tensor also eine Einheitsmatrix. Fiir die
Komponenten eines Zustandsvektors gilt dann

|a) = Zai |bz> — a; = (bl\a> .
i
Im folgenden werden Basissysteme, sofern nichts anderes gesagt wird, stets als orthonor-

miert angenommen.

In einem linearen Vektorraum mit einer Metrik kann man fiir jeden Vektor |a) eine Mo-
nolinearform (lineares Funktional, 1-Form) definieren durch

fa(|z)) = (alz) ,

sie ordnet also jedem Zustandsvektor |z) eine komplexe Zahl zu, wobei gilt

falalz) + Bly)) = a fa(|z)) + B fa(ly)) -

Monolinearformen lassen sich addieren:

faro(2)) = fa(|2)) + fo(|z)) = (a + blz) ,
und fiir ihr Vielfaches gilt

faa(|7)) = (ealz) = o fa(|z)) .

Sie bilden daher ebenfalls einen linearen Vektorraum, den zum Raum der |a)-Vektoren (ket-
Vektoren) dualen oder adjungierten Raum der bra-Vektoren. Umgekehrt ist auch der Raum
der ket-Vektoren dual zu dem der bra-Vektoren. Auf diese Weise werden jedem Zustand
zwei Zustandsvektoren in Vektorrdumen zugeordnet, die in gewissem Sinne spiegelbildlich
zueinander sind:

) =ala)+Bb) s (d=a(al+B0.



Wenn der ket-Vektor |a) in der Basis der |b;) dargestellt wird durch

ai

la) =Y aibi)= | %2 |,
i :

gilt fiir den adjungierten bra-Vektor

(al = aj(bj|=(aj a5 ...) .
J
Zwei Matrizen, die auseinander durch Transposition und Bilden des Konjugiert-Komplexen
hervorgehen, nennt man ebenfalls zueinander adjungiert. In diesem Sinne ist, bei endli-
cher Dimension n, der Zeilenvektor (1 x n-Matrix), der (a| darstellt, das Adjungierte des
Spaltenvektors, der |a) darstellt. Das Skalarprodukt von zwei Zustandsvektoren lafit sich
dann deuten als Produkt aus einem bra- und einem ket-Vektor und wird durch das ent-
sprechende Matrizenprodukt dargestellt:

C1

(aley=(aj a3 ...)| ©2 | =ajcr+as¢ca+... .

Seine Schreibweise als eckige Klammer (englisch “bracket”) fiihrte zu der Bezeichnungs-
weise von “bra”’- und “ket”-Vektoren (Dirac-Notation).

b) Observablen

Observablen werden definiert durch Mefiprozesse. Im Gegensatz zur klassischen Physik
kann in der Quantenphysik der Einflul der Meflapparatur auf den untersuchten Zustand
des Systems nicht mehr als beliebig klein angenommen werden, da auch diese aus Ele-
mentarteilchen besteht. Der Zustand wird also durch die Messung in der Regel verdndert
werden. Das hat zur Folge, dal die Reihenfolge verschiedener Messungen von Bedeutung
ist. Die Veriinderung eines Zustands, also der Ubergang in einen anderen, kann als eine
Abbildung betrachtet werden, die durch einen Operator bewirkt wird. Einer Observablen
wird daher ein linearer Operator zugeordnet, der im Zustandsraum wirkt:

Observable A — A
Die Abbildung eines Zustand b auf einen anderen ¢ wird beschrieben durch
b — ¢ = lc) = A|b) .
Wegen des Superpositionsprinzips muf} A ein linearer Operator sein:

ABi|br) + Ba|b2)) = B1 A lbr) + B2 A b)) .

Lineare Abbildungen eines linearen Vektorraums lassen sich als Drehstreckungen, hier
allerdings mit komplexen Faktoren, deuten.

Der Abbildung durch A im ket-Raum entspricht im bra-Raum eine solche durch den
adjungierten Operator A':

o) = Alb) = (c|= (o] AT.



Daf A! im allgemeinen verschieden von A sein wird, erkennt man an dem Beispiel einer
reinen Streckung um den Faktor o im ket-Raum:

ley =alb) — (| =a" (.
Der Streckungsfaktor im bra-Raum hat also zwar den gleichen Betrag, aber die entgegenge-

setzte Phase wie der im ket-Raum.

Man kann daneben auch eine direkte Wirkung von A im bra-Raum definieren, indem man
fordert, daf} stets

(bl(Ale)) = ((b|A)]e) = (b]Ale)
sein soll. Falls der Operator H mit seinem Adjungierten iibereinstimmt:
=g,

nennt man ihn selbstadjungiert oder hermitesch. Wegen der Hermitezitit des Skalarpro-
dukts:

(ale) = (c[a)”

gilt fiir beliebige Operatoren R )
(alAJb) = (b AT|a)*

Fiir hermitesche Operatoren wird daraus
(alH|b) = (b|H|a)"

In einer gegebenen Basis |b1), |b),... des ket-Raums wird ein Operator F durch eine
Matrix F' dargestellt:

| Fyy Fig - ai
lc) = Fla) — ¢ | = [ Fa Fap -+ az

dabei werden die Matrixelemente definiert durcj
Fip = (bi| Fby) .
In der dazu adjungierten Basis (b1}, (ba], ... des bra-Raums gilt entsprechend

Fiy Fy -
(| =(a| Ft = (& ..)=(a}ab..)| Fia Foa

Dem adjungierten Operator Et entspricht also die adjungierte Matrix F''. Wenn die Deter-
minante von F und die ihr gleiche von F't von Null verschieden sind, 158t sich die Abbildung
umkehren, und der Operator F hat ein Inverses F'~ ! das durch F~! dargestellt wird.

Das ist nicht immer der Fall. Bei festem |a) und |b) ist durch

ly) = (blz) |a)

eine lineare Abbildung definiert, die jedem |z) ein |y) zuordnet, das ein Vielfaches von
|a) ist (Projektion auf die Richtung von |a)). Schreibt man diese Beziehung analog zur
Definition des dyadischen Produkts zweier gewohnlicher Vektoren als

ly) = [a){blz) = (|a)(b])|z) ,



so stellt der Ausdruck in Klammern offenbar einen Operator dar:
ly)=Flz) . F=la)p.
In einer gegebenen Basis |b;) wird dieses Produkt aus ket- und bra-Vektor dargestellt durch

al albik a1b§
jay(pl = | a2 | (b} b5 ...) = | a2bT a2by - |

also, wie zu erwarten, durch eine Matrix. Aufler im Fall eines eindimensionalen Zustands-
raumes hat F' kein Inverses, und die Determinante dieser Matrix verschwindet. Speziell
fiir b = a bezeichnet man diesen Operator als Projektor:

Py = |a)al
denn seine Anwendung auf einen beliebigen Zustandsvektor |z) fithrt zu
Py |z) = (alz)|a) .

Die Entwicklung eines ket-Vektors |a) in einer Basis |b;) 148t sich in der folgenden Weise
umschreiben:

Zaz [bi) Z bila) |bi) = Y |bi) (bila)
Z b;)(b;])|a
Da diese Beziehung fiir beliebige |a) gilt, folgt

> Il =

Dabei ist 1 der Einheitsoperator. der jeden Zustandsvektor auf sich selbst abbildet. Er
wird in jeder Basis durch die Einheitsmatrix 1 dargestellt. Die obige Beziehung wird als
Vollsténdigkeitsrelation (“closure relation”) fiir die Basis der |b;) bezeichnet.

Durch eine nicht-singuliire Transformation U kann man von der orthonormierten Basis b;)
zu einer anderen |a;) iibergehen, also die Darstellung wechseln. Mit U gegeben durch

J = Z ‘ai><bz
erhilt man die gewiinschte Abbildung:

Ulbr) =" lai) (bilbe) = Z5zk|az lak)

Der Operator U ist unitér:
U0 =" bk alai) (bl =Y [bi)(bi| =1
und wird in einer Basis durch eine unitire Matrix U dargestellt:
Uvlv=1 - Ul=0".
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Bei einer unitiren Transformation bleibt das Skalarprodukt zweier beliebiger Zustands-
vektoren |c) und |d) erhalten:

@ =Ule) . ld)=Uld) — (cld)=(|U'T/d) = (c|d) .

Unitére Transformationen stellen also Drehungen des Hilbert-Raumes dar. Dabei dndern
sich die Komponenten von Vektoren und Matrizen. Aus der Darstellung des Zustandsvek-
tors |c) in den beiden Basissystemen:

=3 " la) =3¢ )
i k
ergibt sich nach der Ersetzung der |b;) durch die |a;) durch Vergleich

a b
cl( ) =ZUZT]€C§€)’
k

oder mit Hilfe der Spaltenvektoren &® und &) geschrieben

gla) — 7t ab)

Auf die gleiche Weise folgt fiir die Matrix des Operators F' die Ahnlichkeitstransformation
(“similarity transformation”)

Fl) — gt p® 7
und eine entsprechende Beziehung fiir die Zeilenvektoren als Darstellungen von (c|.

Die linearen Operatoren bilden ihrerseits einen linearen Vektorraum, denn fiir Linearkom-
binationen gilt
(«A+pB)lc) = aAlc)+BBlc) ,

und es existiert ein Nulloperator 0:

der in einer Basis durch die Nullmatrix 0 dargestellt wird. Zusétzlich ist aber auch ein
Produkt von Operatoren definiert:

(AB)|c) = A(Be)) .

Es ist assoziativ:
A(BC) = (AB)C ,
aber im allgemeinen nicht kommutativ:

AB # BA .

In einer Basis wird es dargestellt durch das ebenfalls assoziative, aber nicht-kommutative
Matrizenprodukt. Beziiglich ihres Produkts bilden die linearen Operatoren keine Gruppe.
Es gibt zwar ein neutrales Element, den Einheitsoperator 1, der in einer Basis durch die
Einheitsmatrix 1 dargestellt wird, aber zu singuliiren Operatoren, bei denen also die Deter-
minante der Darstellungsmatrix verschwindet, kein Inverses. Dazu gehéren insbesondere
Die Projektoren P,. Fiir sie gilt

N A

P} = PPy = |a){ala)(a] = |a)(a| = Py

11



und durch Fortsetzung dieser Schluiweise
P =P | np>1.
Sie sind also idempotent. Weiter ist in einer orthonormierten Basis |b;)
Dy, Py, =6 Dy,
ihr Produkt ist also kommutativ.
Fiir nicht-vertauschbare Operatoren gilt dagegen
ABy) # BAly) — (AB-BA)jy) #0).
Der Kommutator von zwei Operatoren A und B ist definiert durch
[A,B] = AB - BA

und verschwindet fiir vertauschbare Operatoren. Auch bei nicht-kommutierenden Opera-
toren kann allerdings fiir spezielle Zustandsvektoren [1)), gelten:

[A, B 1)s = 0) .
Der Kommutator ist beziiglich beider Argumente distributiv:
A, 5A1 By + 5} Biﬂ =f [2}’ B{] + 52[1‘13 B%]
[aq A1 + ag Ag, Bl = an[A1, B] + as[As, B] .
Fiir Operatoren 121, B , die miteinander vertriglich Mefiprozesse beschreiben, muf} gelten
[A,B] =0
Speziell kommutiert jeder Operator mit Potenzen von sich selbst:
[A,A"] =0
und ebenso mit jeder analytischen Funktion von sich selbst:
FA) =3 ap A" — [4 f(A)]=0.
k
Ein wichtiges Beispiel ist

A_jp oLl
et =1+ T A o A
Eigenwerte und Eigenvektoren

In der Regel wird der Zustand eines quantenmechanischen Systems durch einen Mefiprozef}
verdndert. Kin dabei angezeigter Mefiwert 18t sich dann nicht eindeutig einem bestimm-
ten Zustand zuordnen, und eine erneute Messung wird im allgemeinen andere Meflwerte
ergeben. Wenn aber der zustandsvektor |a) ein Eigenvektor des Operators A ist:

Ala) = ala) ,

ist diese Zuordnung eindeutig, und wiederholte Messungen ergeben stets wieder den Mef}-
wert a. Indiesem Fall besitzt das System in diesem Zustand die Eigenschaft A.

12



Im allgemeinen Fall hat der Operator A ein Spektrum von abzihlbar-unendlich vielen Ei-
genwerten ap, as, . ... Zum Eigenwert a; konnen mehrere linear unabhéingige Eigenvektoren
lai1),|aiz2), . .., |aig;) gehoren, man nennt ihn dann g;-fach entartet (“degenerate”). Da jede
Linearkombination dieser Eigenvektoren ebenfall ein Eigenvektor zum Eigenwert a; ist:

Alaq lain) + ...+ ag; laig,) = ai (a1 |ait) + ... + ag, |aig;))

spannen sie einen g;-dimensionalen Unterraum des Zustandsraums auf. Sie sind nicht not-
wendig zueinander orthogonal, aus ihnen kann aber mit Hilfe des Schmidt-Verfahrens eine
orthonormierte Basis dieses Unterraums gebildet werden.

Fiir hermitesche Operatoren (A* = A) gilt allgemein
(alAlb) = (B Ala)*
daraus folgt fiir einen normierten Eigenvektor |a)
Ala) =ala) — a=(alAla) = (a|A]a)* = a* ,
die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind also reell. Da die Ergebnisse von Mef}-

prozessen, die Meflwerte, reell sein miissen, lautet das

2. Postulat:

Den Observablen eines quantenmechanischen Systems werden lineare hermite-
sche Operatoren zugeordnet, die den Zustandsraum auf sich selbst abbilden.

Fiir Eigenvektoren hermitescher Operatoren, die zu verschiedenen Eigenwerten a; und ay
gehoren, gilt

(ailAlag) = ax (ailar) = a; (ailax)  — (i — ax) (aslar) =0,

Sie sind also zueinander orthogonal. Die Gesamtheit der Eigenzustinde einer Observa-
blen A bildet daher eine Basis des Zustandsraums, die durch Anwendung des Schmidt-
Verfahrens in den zu entarteten Eigenwerten gehtrenden Unterriumen orthonormiert wer-
den kann:

(@im|akn) = 6ik0mn » Y _ laim)aim| =1

i,m
Mit ihrer Hilfe 148t sich der Operator A, bei Verzicht auf die Angabe der Entartung
(m =1ik), in expliziter Form schreiben. Da die Beziehung

Alag) = ag |ag) = (Z |a;){ai| a;) |ax)

fiir alle Eigenvektoren |ay) und damit fiir alle Zustandsvektoren gilt, folgt notwendig:
A=Y "aila)ai| = |ai) a; (a;]
i i

(Spektraldarstellung des Operators A aus seinen Eigenwerten und seinen Eigenvektoren).
Mit den Eigenwerten und Eigenvektoren eines Operators A sind auch zugleich die einer
analytischen Funktion f(A) gegeben:

FA) i) =" apr A¥ |y =Y apaf |ai) = (O o al) |ai)
k k k
= f(ai) |a;) .
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Thre Eigenvektoren stimmen also mit denen von A iiberein, ihre Eigenwerte sind die Funk-
tionswerte der Eigenwerte von A.

Fiir unitire Transformationen und ihre Eigenvektoren folgt einerseits
(ul 010 u) = (uliu) = (ulu) =1,
andererseits durch Anwendung von U nach rechts, von U’ nach links
w|UU|u) = uu* (ulu) = |ul® .
Durch Vergleich ergibt sich fiir die Eigenwerte
wPf=1 —= wu=¢"
mit reellem ¢. Sie sind also unimodulare Zahlen.

Zur Bestimmung der Eigenwerte a; und Eigenvektoren |a;) eines Operators A geht man
aus von der Darstellung der Definitionsgleichung

Alai) =aila;) = (A-a;1)a;) = 0)
in einer gegebenen Basis |b;):

(Ain —a;) A .- a1 0

3

A1 (A2 —aj) - a2 | =0

Es handelt sich um ein homogenes lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Kompo-
nenten a; ;. Eine nicht-triviale Losung (|a;) # |0)) existiert nur, wenn seine Determinante
verschwindet:

(A —a;) A
Ay (A —a) - | =0.

Das ist eine Bestimmungsgleichung (Sikulargleichung, charakteristische Gleichung) fiir
den Eigenwert a; der Form
flai) =0,

dabei wird f(a;) als charakteristische Funktion bezeichnet. Falls die Dimension des Zu-
standsraums nicht endlich ist, handelt es sich bei der Sikulargleichung um eine transzen-
dente Gleichung mit im allgemeinen unendlich vielen Losungen. Bei endlicher Dimension n
des Zustandsraums wird daraus ein Polynom n. Grades in a; (charakteristisches Polynom).
Nach dem Gaufschen Fundamentalsatz der Algebra gibt es n Wurzeln des Polynoms, die
fiir hermitesche Operatoren A zwar alle reell, aber nicht notwendig verschieden sind.

Fiir jeden Eigenwert a; erhélt man bei p;-facher Entartung aus dem linearen Gleichungssy-
stem p; verschiedene Eigenvektoren |a;1),...,|aip,). Die Eigenvektoren |a;y,) bilden dann
ebenfalls eine Basis des Zustandsraums. In ihr ist die Matrix von A diagonal; auf der
Hauptdiagonale stehen die Eigenwerte a;, und zwar jeder sooft, wie sein Entartungsgrad
p; angibt.

Ordnet man die Spaltenvektoren a;, die |a;) in der Basis der |b;) darstellen, zu einer Matrix
U an:

a1 agy - e

U=1|0a12a2- -

14



so ist diese unitdr und stellt in der Basis |b;) die Abbildung
jai) = U |bi)
(Hauptachsentransformation) dar.

Fiir ein gegebenes System bildet die Gesamtheit der Eigenvektoren einer Observablen
A eine Basis des Zustandsraumes. Wenn keiner der Eigenwerte a; entartet ist, werden
die Zusténde |a;) durch eine einzige Eigenschaft beschrieben; das System hat also nur
einen Freiheitsgrad (s = 1). Ist dagegen der Eigenwert a; g;-fach entartet, so miissen
die zu ihm gehorigen verschiedenen Eigenvektoren |a;1), ... ,|aiq,) sich in mindestens einer
weiteren mefbaren Eigenschaft, zum Beispiel der mit A gleichzeitig meBbaren Observablen
B, unterscheiden. Die Zahl der Freiheitsgrade muf also (s>2) sein.

Allgemein gilt in der Basis aus Eigenvektoren von A

(@im| ABlagn) = a; (aim|Blakn)
(aim|BA|agn) = ak (aim|Blagn) -

Falls A und B kommutieren (AB = BA), folgt daraus
(ai — ax) (aim|Blagn) =0
und damit das wichtige Lemma (Hilfssatz):
Eine Observable E, die mit einer Observablen A kommutiert , hat von Null

verschiedene Matrizelemente nur zwischen solchen Figenzustinden von A, die
zum gleichen Figenwert gehdren.

In einer Basis, die von den Eigenvektoren |a;z) vom A gebildet wird, hat die Matrix, die
B darstellt, daher die Gestalt

B bildet also den zu a; gehdrenden Unterraum auf sich selbst ab:
B |azm> = Z (0779) |am>
n

und wird darin durch die (hermitesche) Matrix B(®) dargestellt. Diese kann durch einen
unitire Transformation der Basis |a;y,) diagonalisiert werden; dabei erhilt man die Eigen-
werte by und eine neue Basis des Unterraumes, die aus gemeinsamen Eigenvektoren von
A und B besteht:

|aibr) = Bimlaim)
m
fiir deren Mitglieder also gilt
121 |azbk) = a; \azbk) s B |azbk) = bk \azbk) .

Fiihrt man dieses Verfahren fiir alle a; durch, so ergibt sich eine Basis des gesamten Zu-
standsraumes aus gemeinsamen Eigenvektoren von A und B, die durch Paare von Eigen-
werten (a;, b;) gekennzeichnet sind. Die urspriingliche Entartung wird dadurch, zumindest
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bei Systemen mit zwei Freiheitsgraden, aufgehoben. Fiir Systeme mit mehr als zwei Frei-
heitsgraden bleibt sie teilweise bestehen und erfordert auf die gleiche Weise die Einfiihrung
weiterer Observablen C, D, .. ..

Im allgemeinen Fall eines Systems mit s Freiheitsgraden kommt man so zu einem Satz
von mindestens s unabhingigen Observablen Q1,Qs,...Q, mit [QZ,Q;C] = 0, deren ge-
meinsame Eigenvektoren |q1q2; ... ¢sm) eine Basis des Zustandsraums bilden, wobei zu
jedem n-tupel (gi1iq2;...¢s,m ) nur ein Eigenzustand gehért. Er wird als vollstéandiger
Satz kommutierender Observablen (“complete set of commuting observables”, C.S.C.0.)
bezeichnet. Die Auswahl eines bestimmten C.S.C.O. bedeutet zugleich die einer bestimm-
ten Basis und damit die einer bestimmten Darstellung.

Der Medienphilosoph Paul Virilio, ein prominenter Vertreter der Postmoderne, hélt die De-
finition des C.S.C.O. fiir eine wesentliche Aussage der Relativititstheorie (!) und kommt zu
erstaunlichen Erkenntnissen:

,Beziiglich der Logik der Partikel bemerkte ein Physiker: ‘Eine Darstellung ist bestimmt
durch eine vollstindige Einheit mefibarer, kommutierender Gréfien.” [G.Cohen-Tannoudji
und M.Spiro, La matiére-espace-temps, Paris 1986.] Die makroskopische Logik der Techniken
der ECHTZEIT dieser plétzlichen ‘teletopischen Kommunikation’, die das bisher durch und
durch ‘topische’ Wesen der menschlichen Stadt ergdnzt und vollendet, 148t sich nicht besser
beschreiben. (P.Virilio, La vitesse de libération, Paris 1995.)

¢) Meflprozesse

Wenn ein System in einem gegebenen Zustand |¢) die Eigenschaft A besitzt, dieser also
einer der Eigenzustinde |a;) des Operators A ist, wird er durch einen Mefiprozefl nicht
verdndert, und der Eigenwert a; ist der Melwert. Handelt es sich dagegen nicht um einen
Eigenzustand, so sind in seiner Entwicklung nach den Eigenzustinden von A:

c) = ZCz’ |ai) = Z(az’lC) |ai)

mindestens zwei der ¢; zu verschiedenen Eigenwerten a; von Null verschieden. Das Resultat
des Mefprozesses wird dann durch die folgenden drei Postulate beschrieben:

3. Postulat:

Die einzig mdoglichen Mefergebnisse einer Observablen A sind die Eigenwerte
des zugehiorigen Operators A.

4. Postulat:

Bei der Messung von A im Zustand \c) ist die Wahrscheinlichkeit, den Eigen-
wert a; zu erhalten, p; = |{a;|c)|?.

5. Postulat:

Wenn die Messung von A den Wert a; ergeben hat, ist der Zustand des Systems
unmittelbar nach der Messung der Eigenzustand |a;).

Durch den MeBprozel wird also der Ausgangszustand c zerstort (,,Kollaps der Wellen-
funktion®“) und es entsteht einer darin enthaltenen Eigenzustinde a; (,Filterung“). Die-
ser Endzustand ist aber durch den Ausgangszustand nicht determiniert, sondern nur die
Wahrscheinlichkeit p; seines Auftretens (,statistische Kausalitit“). Bei der Wiederholung
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der Messung an einer Vielzahl von Systemen, die sich im gleichen Zustand ¢ befinden
(Ensemble), ist der Mittelwert

() = Spiai = il = Y ai clag)aide)
= (el(3 las) as (i) le) = (elAle)

i

und wird als Erwartungswert (“expectation value”) bezeichnet. Falls ¢ dagegen ein Eigen-
zustand a; ist, ergibt sich erwartungsgemif

(A) = (ai| Alas) = a; .

Die Nichtdeterminiertheit des Meflergebnisses und der EinfluB der Beobachtung auf
den Zustand des Systems unterscheiden die Quantenmechanik tiefgreifend von der
klassischen Physik und haben zu teilweise gewagten metaphysikalisch-philosophischen
Interpretationen (,Schrodingers Katze’) gefiihrt.

d) Schrédinger-Gleichung

Auflerhalb von Mefiprozessen kommt es, wie in der klassischen Physik, zu einer zeitlichen
Entwicklung des Systemzustandes durch Wechselwirkungen im System selbst und mit sei-
ner Umgebung. Nach dem Kausalitdtsprinzip legt der Zustand des Systems zum Zeitpunkt
to den zum spéteren Zeitpunkt ¢ eindeutig fest, es gilt also:

(W(t)) = Ut to) [¥(to)) -

Wegen des Superpositionsprinzips ist U ein linearer Operator und auflerdem unitér, da
die Normierung des Zustands erhalten bleiben muf. Er wird als Entwicklungsoperator
bezeichnet und hat die folgenden Eigenschaften:

Ulta, to) = Ulta, t1) Ulty, to)
Ulto,to) = 1
U(tl,tg) = Uﬁl(tg,tl) .

Aus der obigen Gleichung folgt durch Ableitung nach ¢

LAWY = £ Ot 10)[W(10) = 5 O(0.10) U1, 10) 190

Das letzte Operatorprodukt ist aber unabhéngig von #g:

A

d . . Ut + At,tg) — U(t, to)

J— T — ) [l 1-

5 Utt) U'(t to) = lim At U'(t,to)
L U+ALY) -U®-E) 1 s
SdmeT A TR

Der Operator H ist hermitesch, denn einerseits gilt
- d . - . - d -
H=#-—UU" — H =—wnhU—-U",
dt dt

andererseit folgt aus UUt=1:



Damit ergibt sich die fiir die zeitliche Entwicklung von |¥(#)) die (zeitabhéngige) Schrodin-
gergleichung

d .
th— [ (1)) = H(1) [¥(t0))

und daraus fiir den Zeitentwicklungsoperator

oh % Ult,to) = H(t) U(t,to) .

Falls H nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt, 148t sich die letzte Gleichung direkt inte-
grieren:

Ult,tg) = e Ht=to)

Die physikalische Bedeutung der Observablen H ergibt sich durch Vergleich mit der klas-
sischen Mechanik, in die die Quantenmechanik bei makroskopischen Systemen iibergeht
(Korrespondenzprinzip). Der Zeitentwicklungsoperator ﬁ(tQ, t1) bewirkt eine Translation
um ¢y — ¢y in der Zeitskala, er iiberfithrt den Zustand zum Zeitpunkt ¢; in den Zustand
zum Zeitpunkt to. Das gleiche leistet in der klassischen Mechanik eine infinitesimale ka-
nonische Transformation mit der Hamilton-Funktion H als Erzeugender. Falls H nicht
explizit von der Zeit abhingt, stellt es die Gesamtenergie dar. In der Quantenmechanik
gehort entsprechend der Operator H zur Observablen Gesamtenergie.

Bei der zeitlichen Entwicklung des Systems dndern sich mit seinem Zustand ¥ auch die
zugehorigen Erwartungswerte(A) einer Observablen A:

d d

Dy = Lw Ay = (L w) Ajw) + o 2w + @A (L)

Fiir die Anderung des Zustandes folgt aus der Schrodinger-Gleichung
d 1 d 1 .
E‘\m__ﬁ}”\l’) — £<\If|—+ﬁ<\If|H

Damit erhalt man durch Einsetzen

Gy = LA + (¥ 2w (| A|)

_ !
h
2 . A

— —(U|[H, AT + (U] == |T) .
h( I[H, A]|¥) + ( IatH

Dieses Ergebnis entspricht vollig dem in der klassischen Mechanik, wenn man Erwartungs-

und MeBlwert identifiziert: A 94
— =[H, A —_—
dt [ ) ]PB + ot

Zwischen Kommutatoren und Poisson-Klammern besteht dabei die Entsprechung
[A, B]=1h[A, Blpp .

Sie gestattet es, viele Ergebnisse der klassischen Mechanik direkt in die Quantenmechanik
zu iibertragen.

Klassisch kann man ein System beschreiben durch einen Satz von generalisierten Koordi-
naten Qq,..., Qs mit

Qi Qrlp =0 .
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Quantenmechanisch entspricht ihm ein C.S.C.O. von Ql, ey Qs mit
[Qia Qk] = 0 .

Die zu den @); kanonisch-konjugierten generalisierten Impulse P; kénnen ebenfalls zur Be-
schreibung des Systems verwendet werden, da die Rollen von Koordinaten- und Impulsva-
riablen vertauschbar sind. Entsprechen stellt in der Quantenmechanik der zugehorige Satz
von Observablen P, ..., P; ebenfalls einen C.S.C.O. mit

[P, Py] =0
dar. Zwischen den kanonisch-konjugierten Variablenséitzen bestehen die Beziehungen
[Qis Pelpp = di.
denen in der Quantenmechanik die Kommutator-Relation
[Qis Pi] = 1h 0. 1

(Heisenbergsche Vertauschungsregel) entspricht. Zwei kanonisch-konjugierte Observable
sind also nie gleichzeitig scharf mefibar (Vergleich: ,, Wetterhduschen“). Definiert man fiir
zwei beliebige Observable A und B den Operator C durch

[A,B] =1C,
so ist C hermitesch und nimmt fiir kanonisch-konjugierte A, B den Wert 7 1 an.

Auch wenn der Zustand ¥ fiir die Observablen A und B kein Eigenzustand ist, sind ihre
Erwartungswerte als Mittelwerte iiber ein Ensemble wohldefiniert:

(4) = (¥|A]w) , (B)=(V|B|¥)
und ebenso die Schwankungen AA und AB:

(A4)* = <‘If|(z‘:1 = (4))%]) = ((34)?)
(AB)? = (P|(B — (B))*|¥) = ((§4)*) ,

dabei sind die Operatoren §A und B definiert durch
SA=A—-(A) , 6B=B-(B).

Fiir Observablen A und B sind A und B hermitesch und somit (A) und (B) reell. Daher
sind 6 A und 0B gleichfalls hermitesch:

At =64 , 6B'=4B,
und fiir ihren Kommutator ergibt sich
[6A,6B] =[A,B]=1C .

Fiir zwei beliebige (nicht-normierte) Elemente |f) und |g) des Zustandsraumes gilt die
Schwarzsche Ungleichung

(f1F)gla) > [(flg)?
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Diese Ungleichung gilt in jedem linearen Vektorraum mit positiv-definiter Metrik. Zerlegt
man |f) in einen zu |g) parallelen und orthogonalen Anteil:

f=alg)+Blh) , (glh) =0, (hlh) =1,
so folgt daraus fiir die Koeflizienten o und

_wln
=y B = (hlf)

und damit als Normquadrat von |f)
1y = AL pyesimy

Wegen (h|f)(f|h) = |(h|f)|? > 0 ergibt sich daraus die Behauptung.
Die Anwendung auf |f) = §A|¥) und |g) = 6B|¥) fithrt zu
(W|6AT AUV (W|6B 0BT > |(T6A 6B|T))? — (AA)?(AB)? > |[(6A6B)|? .

Mit Hilfe der Zerlegung (F und C sind hermitesch)

O L UV BV
MMBz5@A&HﬁB&M+§®AMLJB&M=§F+%C
folgt daraus die Abschétzung
2 2 1 2 1 2 1 2
(AAY(ABY > 3 (F)?+ (0P > 1 (0)
1
~  DAAB > S[(C)].

Falls die Observablen A und B kanonisch-konjugiert sind (A= Q, B = P), ergibt sich dar-
aus die Heisenbergsche Unschirferelation

AQAP >

DN | S

Wegen der Kleinheit von £ ist diese Unschiéirfe fiir makroskopische Systeme verschwindend
klein.
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KAPITEL 2: ORTSDARSTELLUNG UND WELLENFUNKTIONEN

Die konkrete Gestalt der Observablen 148t sich nur fiir ein bekanntes System angeben,
ebenso wie in der klassischen Mechanik die Lagrange-Funktion. Fiir quantenmechanische
Systeme kann man dabei hdufig, wie bei der Schrodinger-Gleichung und den Kommuta-
toren, die Analogie zu einem makroskopischen System benutzen, doch gibt es auch Ob-
servablen, zum Beispiel den Spin eines Teilchens, die kein Gegenstiick in der klassischen
Mechanik haben und daher ein anderes Vorgehen erfordern.

Makroskopische Systeme lassen sich aus Massenpunkten aufbauen, deshalb wird hier
zunichst ein System betrachtet, das das quantenmechanische Analogon eines Massen-
punktes ist, der sich in einem Potentialfeld bewegt. Es hat drei Freiheitsgrade (s = 3),
und eine fundamentale Observable ist der Ortsvektor r. Wegen der Isotropie des Raumes
beschrinken wir uns zunichst auf den Sonderfall einer eindimensionalen Bewegung
(s = 1), die Erweiterung auf drei Dimensionen bereitet keine besonderen Schwierigkeiten.

a) Zustinde

Der z-Koordinate eines Massenpunktes sei der Operator X mit den Eigenwerten zy und
den Eigenvektoren |zg) zugeordnet. Sie sind definiert durch

X |z0) = 20 |z0)

Wegen der Homogenitéit des Raumes sind alle Mefiwerte —oo < ¢ < +o00o gleichwertig.
Das Eigenwertspektrum ist also nicht mehr abzdhlbar, sondern bildet ein Kontinuum. Das
gleiche gilt dann auch fiir die Eigenvektoren, diese bilden also nicht mehr die Basis ei-
nes Hilbert-Raumes. In Wirklichkeit ist aber die Genauigkeit physikalischer Messungen
grundsétzlich beschrinkt. Es existiert also eine untere Grenze fiir den Mefifehler, und
in dieser Hinsicht ist ein Kontinuum von Meflwerten von einem sehr engen Raster un-
unterscheidbar. Wir gehen daher zunichst von einer abzidhlbar-unendlichen Menge von
Eigenwerten z; von X aus, die wieder wegen Homogenitdt des Raumes dquidistant sein
miissen:
rr=kA |, k=0,£1,£2,... |

und vollziehen dann den Grenziibergang A — 0.

Fiir das diskrete Eigenwertspektrum von X, das wegen s = 1 notwendig nicht-entartet ist,
bilden die zugehorigen Eigenvektoren |zj) eine orthonormierte Basis:

(zi|lzk) = ik

in der sich beliebige Zustinde |a) durch ihre Komponenten a, darstellen lassen:

la) = ag|zi) = (zila) |lzk)
k

k

(Ortsdarstellung). Speziell gilt fiir einen Orts-Eigenzustand |z;) selbst

) = O |z) -
k

Bei einer Verfeinerung des Rasters um einen Faktor N auf Z,, = nA mit A = A/N wird

N(k+1)

ar |Tx) ~ Z n |Tn) -

n=Nk
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Daraus folgt ar/A =~ a,/A, dieses Verhiltnis ist also unabhingig von N. Spaltet man
daher von aj, einen Faktor A ab:

ar = Yo(zp) A,

so gilt das auch fiir ¥,(z,). Man kann dann schreiben

+oc
la) = > Walwp) o) A

k=—oc
und den Grenziibergang A — 0 zum Kontinuum vollziehen:

+oo

la) — / U, (2) o) dz

— 00

Statt der Komponenten aj, = (zy|a) erhilt man auf diese Weise eine Komponentendichte
U, (z) = (z|a), die Wellenfunktion, die statt vom Index k beziehungsweise von z;, von der
kontinuierlichen Variablen x abhéngt.

Speziell fiir einen Basisvektor |zg) gilt deshalb einerseits

+00o
20) = [ Waof@) o) da

andererseits ist aber wegen der Definition der d-Funktion (siehe unten)

+00
) = / 5(z — o) |) da |

Durch Vergleich folgt
Voo (x) = 6(z — z0) -

Die Diracsche §-Funktion ist keine Funktion im iiblichen Sinne, sondern eine Distribution.
Letztlich stellt sie eine Kurzschreibweise fiir einen Grenzwertprozefl dar, bei dem eine
Integration und ein Grenziibergang vertauscht werden. Sie 148t sich formal darstellen als
»Ableitung® der Heaviside-Funktion (Einheitssprung) ©(z):

=2 ew={yl 12

Daraus folgt unmittelbar durch partielle Integration

+00
/ F(2)5(z — m0) dz = f () .

Sie hat die folgenden einfachen Eigenschaften:

[a—y

d(—z) =d(x) (gerade Funktion)
d(ax) = b(x)/lal

zd(x) =0

f(2)é(z = z0) = f(20) 0(z — 0)

[\

w
— — ~— ~—

W
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und 148t sich auf mannigfache Weise als Grenzwert einer Funktionenfolge darstellen, zum

Beispiel durch

§(z) = lim 1 sin(z/¢) .
e—=0 7T x

Héiufig benutzt wird auch die Beziehung

In der Ortsdarstellung folgt aus

+oo

+00
@) = [ a2} do = { [ la)olda} o)

— 00

die Vollsténgigkeitsrelation
+oo
/ o) (x| de =1 .

Wegen (z|a) = (a|z)* ergibt sich fir die Darstellung eines bra-Vektors

“+oo
(o = [ Vi) (ol do

und deshalb fiir das Skalarprodukt zweier beliebiger Zustandsvektoren

+oo +oo
(alb) = (af / Uy (x) |2) do = /\I/b(x) (a|z) do
+o;oo —00
- /\IIZ(x)\I/b(m)dx

und fir das Normquadrat eines Zustandsvektors
+oe
(ala) = / Ty (2)?d =1 .
— 00

Daraus a8t sich die physikalische Bedeutung der Wellenfunktion ¥,(z) entnehmen: Die
Wahrscheinlichkeit, bei einer Ortsmessung das Teilchen im Intervall zwischen = und x +
dz anzutreffen (Aufenthaltwahrscheinlichkeit bei z) ist |U,(z)|? dz. Diese Deutung ist
allerdings nur moglich, wenn das Normquadrat endlich ist, was fiir Orts-Eigenvektoren
gerade nicht gilt.
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b) Observablen
In der diskreten Basis der |z;) wird ein Operator F durch eine Matrix F' mit den Elementen
Fy = (il F|zy)

dargestellt. Fiir die Abbildung

gilt in dieser Basis
m:@m=@m@ﬂmﬂgﬁmmW>
= Z (zi] F|z1) (wg|a) Zsz ar, .

Beim Ubergang zur kontinuierlichen Basis |z) wird aus dem Matrixelement mit zwei dis-
kreten Indizes 7 und k eine Funktion von zwei kontinuierlichen Variablen z und z:

(wi|Floy) = Fy = (2| F|z) = F(z,7)

und die Abbildungsgleichung geht iiber in
Uy () = / Flo, ) U, (z) di .

Die rechte Seite stellt die Wirkung eines linearen Integraloperators mit dem Kern F(z, %)
auf die Wellenfunktion ¥, (z) dar und kann durch die Wirkung eines linearen Operators
f ersetzt werden:

Uy(z) = fU,(z) .

Fiir normierbare Zusténde |a), |b) sind die entsprechenden Wellenfunktionen ¥, (z), ¥y (z)
Elemente des Hilbertraumes L? der quadratintegrablen Funktionen, und in diesem wirkt
f als Bild von F. Allgemein gilt

A A

C=aA+pBB —
C=AB —

+8b
ab .

Il
)
x>

¢
¢=

Die Metrik von L? wird gegeben durch das Skalarprodukt

+00o
(Vola). Wy(a) = [ Wio) y(a) do

— o0

Damit ergibt sich fiir das Matrixelement eine Operators F, ausgedriickt durch sein Bild f
in L?
+oo

(alF[b) = (al(F|b)) = / V() [f V()] da.

— 0o
Der hermitesch-adjungierte Operator f t als Bild von F' ist definiert durch

+oo

(alP8) = (oF"]a) /% U Wa(a))da} = [ 11 0a(@)) W(a)do

— 00
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Der adjungierte Operator f T wird also definiert iiber eine Integralbeziehung, die fiir be-
liebige (quadratintegrable) Funktionen W,(z) und Wy(z) gilt. Fiir die Hermitezitéit eines
Operators f folgt damit die Bedingung

+oo

+00
[ i@ w@)ds = [ 17 Vala))* Vi) de

— 00

Ein Vorteil des Rechnens mit dem Operator f im Raum der Wellenfunktionen liegt darin,
daf die kontinuierliche Basis |z) nicht mehr explizit auftritt und daher keine Konvergenz-
probleme entstehen.

Aus der Eigenwertgleichung des Ortsoperators X
X |mo) = wo |zo)
wird mit seinem Bild Z im Wellenfunktionsraum
Tz —x0) =20 0(T — )
oder mit der Eigenschaft 4 der d-Funktion
26(x —x0) =2 (x — x0) -

Die Wirkung von Z auf eine Orts-Eigenfunktion besteht also in einer Multiplikation mit x
(Multiplizieroperator). Fiir einen beliebigen Zustand

“+o0
@) = [ Wala) o) ds
folgt daraus
+oo +oo
B) = X |a) = /wa(z)@md@: /ma(z) 1) dz

Daraus wird durch Erweiterung mit (z| von links

+oo “+oc

(]b) = /wa(@) (2]Z) dT — /wa(@)a(x—gz)d@

—00 —00
und mit der Einfithrung der Wellenfunktion ¥,(z) = (z|b)
Up(z) =2 Vo) = 2 Vyu(x) .

Der potentiellen Energie V() in der klassischen Mechanik entspricht in der Quantenme-
chanik der Operator V(X ) mit seinem Bild V(Z) im Wellenfunktionsraum. Dieser hat die
gleichen Eigenfunktionen 0(z — () wie z, seine Eigenwerte sind V (z¢):

V(2)d(x —x0) = V(zg) 6(x — o) = V() §(x — 20) -

Es handelt sich also ebenfalls um einen Multiplizieroperator, fiir beliebige Wellenfunktio-
nen ¥(z) folgt auf die gleiche Weise wie oben

V(&) U(z) = V(z) U(z) .
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Fiir das betrachtete System mit s = 1 stellt £ einen C.S.C.O. dar. Der zu £ kanonisch-
konjugierte Operator p geniigt der Heisenbergsche Vertauschungsregel

Durch diese Beziehung ist er aber — wie in der klassischen Mechanik — nicht eindeutig
bestimmt, denn es gilt

[#,p] = [2,p + f(2)] = [3,8] ,

umgekehrt unterscheiden sich zwei solche Operatoren p und p nur um eine Funktion f(Z).

Da der Operator

. d
s _ 5%
p ! dr

die Vertauschungsregel erfiillt, gilt also

p ist ein hermitescher Operator, denn
+00
/ U () p 0y (2) do = / W) (—h) = Uy(a)] do
—00

+oo
_ —m[ma(g:)*\y,,(g:)[z - / \Ifb(z)(—zh)% W () dx] .

Fiir normierbare ¥, (z), ¥;(z) verschwindet der erste Summand, der zweite 148t sich schrei-
ben als

+00 +oo
[1h S v @] (o) de = [ [(-ah) T W) Wile)

wodurch die obige Bedingung erfiillt ist. Damit ist auch p = p + f(%) hermitesch:

=+ @ =5 +f@) =p+ @) =p.

Beide Operatoren entsprechen also Observablen, und ihre Eigenzustinde bilden jeweils ei-
ne Basis des Zustandsraumes. Man kann aber zeigen, daf§ die Basisvektoren dieser beiden
Basissysteme sich nur um Phasenfaktoren unterscheiden, was auf Erwartungs- und Mef}-
werte ohne Einfluf} ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man deshalb setzen

d
) = —1h —
P dx
Im Raum der Wellenfunktionen ist der Impulsoperator also ein Differentialoperator. Seine

Eigenwertgleichung

d
—h dz Uy, ($) =po ¥p, ($)

ist daher eine lineare gewOhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung in z. Thr allgemeines
Integral lautet

U, (z) = AerPot
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mit der Integrationskonstanten A. Offensichtlich ist jede reelle Zahl —oo < py < 400
ein Eigenwert von p, diese bilden also, wie die von %, ein Kontinuum. Die zugehorigen
Eigenzustinde sind ebenfalls nicht-normierbar:

+00
(polpo>=\A|2/ dz — oo (fiir A#0) .

Man kann sie aber, analog zu denen von Z, festlegen durch die Forderung

{plpo) = d(p — po) -

Der Wellenvektor k ist definiert durch p = K k. Wegen der Eigenschaft der é-Funktion

(siehe oben)
+oo

/ ek dy = 21 6(k)

ergibt sich dann als Normierungskonstante
A= (2rh)"1/2 .
Die Impuls-Eigenfunktionen haben also die Gestalt
() = (alp) = (2nh) /2 e P

und bilden ein Kontinuum von Basisvektoren. In der zugehorigen Impulsdarstellung wir
ein Zustand |a) dargestellt durch

+o0 +00
@u(p) = (pla) = (p{ [ |o)(oldu}la) = [ (plo) (ola) do
Jr;Ooo —0o0
= (2rh)~1/? / e TP, (5) dx .

Einen solchen Zusammenhang zwischen zwei Funktionen W,(z) und ®,(p) nennt man
eine Integraltransformation, hier speziell eine Fourier-Transformation. Sie 148t sich auch
umkehren:

oo

+oo +
Vo(a) = (ala) = al{ [ B)oldp}la) = [ (alp) Gla) dp
+oo

= @nh) ™2 [ ) dp

— 00
U, (z) und ®(p) bilden ein Fourier-Paar.

In der klassischen Mechanik 148t sich jede dynamische Grofie F' durch die dynamischen
Variablen x und p als f(z,p) ausdriicken. Fiir ihr quantenmechanisches Gegenstiick, die
Observable F', wird dann im Raum der Wellenfunktionen dargestellt durch f (%,p), wobei
allerdings wegen der Vertauschungsregel die Hermitezitiat dieses Ausdrucks nicht gewéahr-
leistet ist. Im allgemeinen Fall mufl man daher zuordnen

flop) = 5 lfG5) + f)T]
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Auf diese Weise ergibt sich fiir den Operator der kinetischen Energie

N 1 -
T=——PpP2%.
2m

Er hat also die gleichen Eigenvektoren |pg) wie P selbst, aber die Eigenwerte p3/2m. In
der Ortsdarstellung ist sein Bild im Wellenfunktionsraum

K2 d?
C2m dx?”

. 1 1 d
T=—p>=—(—1h—
2m p 2m (= dr

)=

also ein Differentialoperator 2. Ordnung. Seine Eigenfunktionen ergeben sich daher aus
der Differentialgleichung
I A U

Com dx? 2mp0

mit dem allgemeinen Integral
U(z) = AeTnPo? 4 Be 7P0T

Seine Eigenwerte p3/2m = h?k2 /2m bilden wieder ein Kontinuum, sind aber im Gegensatz
zu denen von p entartet, da die Zustandsvektoren |+pg) und |—pg) zum gleichen Eigenwert
gehoren.

Mit dem Operator V() der potentiellen Energie wird der der Gesamtenergie entsprechen-
de Hamiltonoperator H im Wellenfunktionsraum dargestellt durch

Falls die potentielle Energie nicht konstant ist, gilt
[T.V1#£0 - [HT]#0, [HV]£0.
Zustdnde mit wohldefinierter Gesamtenergie haben in diesem Fall also weder eine kinetische

noch eine potentielle Energie!
In der Impulsdarstellung ist p ein Multiplizieroperator, fiir & gilt
T=41h—.
Damit nimmt der Hamiltonoperator die Gestalt
. 1 d
H=_—"—p*+V(h—
5 P ( dp)

an. Die beiden Darstellungen von H sind unsymmetrisch, da T stets eine quadratische
Funktion von p ist, wihrend V eine beliebige Funktion von Z sein kann. In der Im-
pulsdarstellung ist die Eigenwertgleichung von H daher im allgemeinen (Ausnahmefall:
harmonischer Oszillator) keine Differentialgleichung 2. Ordnung mehr. Das schrinkt ihre
Anwendbarkeit stark ein, sie wird deshalb hier nicht weiter benutzt.

Die Eigenwerte von H hiingen wesentlich von der potentiellen Energie V(z) ab. Im Ge-
gensatz zu X und P hat H in vielen Féllen diskrete Eigenwerte E,,. Seine Eigenzustinde
|Ep) sind dann normierbar und bilden die Basis eines Hilbert-Raumes.
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¢) Schrédinger-Gleichung

Im Raum der Wellenfunktionen wird ein Zustand durch seine Wellenfunktion ¥ dargestellt.
Da er sich in der Regel mit der Zeit dndert, hingt ¥ sowohl von z als auch von ¢ ab. Die
Schrodinger-Gleichung nimmt die Form

oU(z,t)

1h
an, dabei ist H das Bild des Hamiltonoperators in diesem Raum. Es handelt sich also um
eine lineare partielle Differentialgleichung. Als Folge des Kausalitdtsprinzips ist sie von 1.
Ordnung in ¢. Aus U(z,tg) folgt daher ¥(z,t) fiir beliebige ¢ mit Hilfe des Zeitentwick-
lungsoperators: )

U(z,t) = e 7MY (g, ) .

Gleichzeitig ist die Schrodinger-Gleichung von 2. Ordnung in z. Wenn die potentielle Ener-
gie explizit von der Zeit abhingt, gilt das gleiche auch fiir den Hamiltonoperator

Wie in der klassischen Mechanik gibt es dann kein allgemeines Losungsverfahren. Falls
dagegen V nur eine Funktion von z ist, kann man den Separationsansatz

U(z,t) = f(t) ()

machen, und die Schrédinger-Gleichung nimmt die Gestalt

df -
h—y=fH
= fHY
an. Durch Division mit ¥ entsteht die Gleichung
1df 1 .
|
NFa Ty

Hier hiingt die linke Seite nur von ¢, die rechte nur von z ab, beide miissen also derselben
Konstanten E gleich sein. Daraus folgt einerseits der zeitabhéingige Faktor

flt)=e w5,
andererseits die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung
Hip(x) = E¢p(z) .
Eine Losung der zeitabhéingigen Schrédinger-Gleichung wird daher gegeben durch
U(z,t) =e 7 Plop(a) .
Sie erfiillt gleichzeitig die zeitunabhiingige Schrédinger-Gleichung
HY(z,t) = EV(z,1) ,

stellt also einen Zustand mit wohldefinierter Energie dar. Da ihre Zeitabhingigkeit nur
durch einen unimodularen Phasenfaktor gegeben wird, ist der zugehdrige Zustand au-
ferdem stationéir, denn fiir den Erwartungswert eines beliebigen Operators f , der nicht
explizit von der Zeit abhingt, gilt

+oo +oo
= [ Venivend= [ 4@ i@ d.
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er dndert sich also nicht mit der Zeit:

Fiir nicht-stationire Zustéinde und explizit von der Zeit anhingige Operatoren f ist dage-
gen

d
W, )| (0) W (,0)

o'
5 / U*(x,t) f ¥(x,t)dx

[

—0o0

\I/d +/\Il*f—dx.

Die Anderung von ¥ mit der Zeit wird durch die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung
gegeben:
8‘1’ 7 -~ a\I/* 7 A
ot~ h AR TR

Durch Einsetzen folgt die ,, Bewegungsgleichung” des Erwartungswerts:

—(f) = 70\1/*1[?1 Flwda + +/oo\11*a—f\1:dx
- R R ot

= (i + )

Sie entspricht vollig der Gleichung fiir die Anderung einer dynamischen GroBe f in der
klassischen Mechanik:
df of

E )
wenn man die Entsprechung von Poisson-Klammern und Kommutatoren beriicksichtigt.
Im Sonderfall

[fa ]PB +

of
H = — =
[fa ]PB ot 0
andert sich f nicht mit der Zeit:
df
—_— = 0
dt

und wird als Erhaltungsgrofie (“conserved quantity”) bezeichnet. Entsprechend bleibt in
der Quantenmechanik fir

der Erwartungswert von f erhalten.

Die Operatoren P und X héngen nicht explizit von der Zeit ab. Es gilt daher

d - 2 A oA
—P=(-—|P,H]) .
Daraus wird in der Ortsdarstellung wegen
- 1 d d? ov
pH =]—— —,——— = —h—
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die Bewegungsgleichung fiir den Erwartungswert des Impulses

+oo
=[S uw = (-5

Entsprechend ergibt sich wegen
- K d
s fl— 4
[xﬂ ] + m d:E

als Bewegungsgleichung fiir den Erwartungswert der Koordinate

+oo
%(m) =/ U*(z,t) (— g %)\I/(x,t) dr = <%p> _

Im Raum der Wellenfunktionen hat der Hamiltonoperator die Darstellung

R 1 H H
H=_—p"+V(@) — o _ov. 9
2m

1
9 9r T I m

P .

Das Einsetzen dieser Beziehungen in die Bewegungsgleichungen fiir (p) und (x) liefert die
Ehrenfestschen Theoreme

d oV oH

5P =g ={=5-)

d 1 oH

Gl = (op) = (+55).
die den kanonischen Gleichungen in der klassischen Mechanik entsprechen. Das Einsetzen
der zweiten in die erste Gleichung mit der Definition der Kraft F' = — 9V/0z liefert die
Bewegungsgleichung

d2

m s (@) = (F(a)

Sie dhnelt der Newtonschen Bewegungsgleichung, stimmt aber nicht mit ihr iiberein, denn
damit (x) eine klassische Bahn beschreibt, wire erforderlich, daf§ fiir beliebige F'(x) gelten
wiirde
(F(z)) = F({z)) .

Diese Beziehung ist aber nur fiir lineare Funktionen F'(z) erfiillt, also wenn V' (z) ein Poly-
nom von héchstens 2. Grade in z ist. Das ist der Fall fiir ein freies Teilchen, ein Teilchen in
einem homogenen Kraftfeld und den harmonischen Oszillator, aber zum Beispiel nicht fiir
ein Elektron im Coulombfeld einer Punktladung (Wasserstoffatom). Beim Ubergang zu
makroskopischen Systemen verschwindet allerdings die Schwankung Az, der Erwartungs-
wert geht in den Mefiwert iiber, und es ergibt sich

also die Newtonsche Bewegungsgleichung.

Die Ehrenfestschen Theoreme eignen sich besonders gut zur Behandlung der semiklassi-
schen Niherung fiir hochangeregte Zustinde und hinreichend lokalisierte Teilchen.

d) Massenpunkt im Raum
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In der klassischen Mechanik stellt ein Massenpunkt, der sich frei im Raum bewegen kann,
ein System mit drei Freiheitsgraden (s = 3) dar, dessen Konfiguration durch drei generali-
sierte Koordinaten beschrieben wird. Als diese eignen sich wegen der Isotropie des Raumes
besonders die drei kartesischen Koordinaten z,y, z, oft zusammengefafit zum Ortsvektor
r. Fiir ihre Poisson-Klammern gilt

[z, ylpB = [y, 2]pB = [2,2]pB =0 .

In der Quantenmechanik entsprechen ihnen die Operatoren X , ?, Z , die sich zum Vekto-
roperator R zusammenfassen lassen. Sie bilden einen C.S.C.O.:

(X, Y]=[V,2]=[2,X]=0
und ihre gemeinsamen Eigenvektoren |zyz) mit
X |70 9o 20) = o w0 yo 20)

v \960 Yo Zo> = Yo |$0 Yo 20)
Z |z Yo 20) = 20 |To Yo 20)

oder zu einer Vektorgleichung zusammengefaflt
R|ro) = 7o |ro) ,

eine Basis des Zustandsraumes und damit eine Darstellung, die Ortsdarstellung. Das Ei-
genwertspektrum xg, yo, 29 ist wieder kontinuierlich: —oo < zg, yo, 29 < +00. Ein beliebiger
Zustandsvektor |a) wird dargestellt durch eine rdumliche Komponentendichte, die Wellen-
funktion ¥, (7):

“+oc +00 +oc
|a):/ / /\I/a(fp,y,z) \a:yz)dxdydz:/\lfa(r)d?’r,

-0 =00 =0
wéhrend fiir einen der Basisvektoren gilt
Vay020 (2,y,2) = Upo(r) =6(z — 20) 6(y — yo) 6(2 — 20) = 53(’!’ — 7o) .

Der Beweis erfolgt analog zum eindimensionalen Fall. Das Skalarprodukt von zwei
Zustanden |a) und |b) wird dargestellt durch

+00 +oc +00

(alb) = ///\I/ 2,1y, 2) Vy(z,y, 2 d:vdydz—/\ll* ) Uy(r

—00 —00 — O

Gebundene Zustinde werden normiert durch die Bedingung
(ala) = [ Wa(r)Pd'r =1,
fiir die orthonormalisierten Basisvektoren gilt

(ralry) = 0°(ra = 1)

wieder in Analogie zum eindimensionalen Fall. Weiter gilt fiir das Matrixelement eines
Operators F' zwischen zwei Zustinden a und b

@lFIB) = [ wir) Fwy(r)
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und damit fiir den Erwartungswert im Zustand a

(F) = (alFla) = [ w(r) fwa(r) dPr

In der klassischen Mechanik sind zu den generalisierten Koordinaten ¢1 =z, go=vy, g3=2
konjugiert die generalisierten Impulse p1 =p, , po =p,, p3=p, mit

9i, Pk PB = i, -
Thnen entsprechen in der Quantenmechanik in der Ortsdarstellung die Operatoren

Pa= —tho = —th oo po=—tho
X

oder zusammengesetzt als Vektoroperator
p=—1hV.

Seine Eigenwerte py = (pz0,Py0,P-0) bilden wieder ein Kontinuum, ebenso seine Eigen-
funktionen .
Up,(r)= (2mh) 3/ exp(ﬁ Py 7).

Damit ist der Operator der kinetischen Energie

1 h 02 0 62)_ h2v2

T:—A2:—— e —_— _— = — —
om ¥ 2m (83:2 + 0y? + 022 2m ’

also bis auf den Faktor —h2/2m der Laplace-Operator. Seine Eigenfunktionen stimmen
iiberein mit denen von P, seine Eigenwerte sind
2

Po 1 2 2 2

om ~ am (Pzo + Pyo + Pzo) -
Sie sind entartet, da sie nur vom Betrag, aber nicht von der Richtung von p, abhéingen.
Der Operator der potentiellen Energie V() ist wieder ein Multiplizieroperator V' (r). Seine
Eigenwerte sind V(rg), seine Eigenfunktionen die Orts-Eigenfunktionen 6 (r — r¢). Damit
ergibt sich fiir den Operator der Gesamtenergie, den Hamiltonoperator

. .. K2
H=T+V=—2—V2+V(r,t).

m

Wihrend alle bisher betrachteten Observablen einfache Erweiterungen ihrer eindimensio-
nalen Gegenstiicke waren, gilt das nicht fiir den Drehimpuls. Sein Operator ist definiert
durch

fiir seine z-Komponente gilt also

mit zyklischer Vertauschung fiir die iibrigen Komponenten. Hier ist es meist zweckméfiger,
statt der kartesischen die Kugelkoordinaten r, 4, ¢ zu verwenden, dann ergibt sich

Ly = +1h <sin(p (9% + c0t19cos<p83>
¥

f/y = —1h <c0s<p (9% — cotﬁsimp%)
ﬁz = —zhi

oo
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L ist wie # und P ein Vektoroperator, im Gegensatz zu ihnen sind aber seine Komponen-
ten nicht miteinander vertauschbar. In Analogie zur Poisson-Klammer in der klassischen
Mechanik erhélt man namlich fiir den Kommutator der Drehimpulskomponenten L, und
L, o R

Ly, Ly] =1h L, ,

sowie die beiden anderen durch zyklische Vertauschung. Mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols
eijk (ytotal antisymmetrischer Tensor“, Gegenstiick zum Kronecker-Symbol) kann man
dafiir auch schreiben o )

[Ll', LJ] = Zh eijk Lk y

oder koordinateninvariant mit Hilfe der Vektornotation
LxL=uwL.
Fiir das Quadrat des Drehimpulses ergibt sich

AAAh2166182

- 9 (sing L)+ — 2
by L 50 99 "2V 39) T 570 5,7

L? ist ein Skalar und vertauscht mit jeder der drei Komponenten:
[L2,L;]=0 , i=1,2,3,

das Betragsquadrat und eine der Komponenten sind also gleichzeitig mefibar. Ahnliche
Vertauschungsbeziehungen bestehen, wie in der klassischen Mechanik, auch mit den Ko-
ordinaten und den Impulsen:

(L, #;] = oh ijk Tk [Li,pj] = 1 €ijk Pk -
Mit dem oben angegebenen Hamiltonoperator lautet die zeitabhiingige Schrdédinger-
Gleichung
oY (r,t)
ot
Falls die potentielle Energie nicht explizit von der Zeit abhéingt, 148t sie sich durch den
Ansatz

oh = HU(r,t).

U(r,t) = er "lepp(r)
separieren. Dabei entsteht die zeitunabhiingige Schrédinger-Gleichung
Hpp(r) = E¢n(r),
die zugleich die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators darstellt:
HUg(r,t)=EUg(r,t).

Thre Losungen sind die Wellenfunktionen der stationdren Zustédnde des Systems. Fiir ihren
ortsabhingigen Anteil gilt

2m

VQ@bE("') + h2

B = V(r)]u(r) = 0.

Das ist eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in den Variablen z.y, 2.
Die Linearkombination von zwei Losungen zum gleichen Energiewert E liefert wieder ei-
ne Losung, diese bilden also einen Unterraum des Raumes der Wellefunktionen, dessen
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Dimension gleich dem Entartungsgrad des Eigenwerts £ ist. Die Linearkombination von
zwei Wellenfunktionen ¥ und ¥4y zu verschiedenen Energiewerten Fy und Fs der Form

U(r,t) =c U(r,t) + Ua(r,t) = cren P10 (7)) + co el P2 app, (7)
148t sich dagegen nicht als Produkt aus einem zeit- und einem ortsabhingigen Faktor
schreiben und stellt daher keinen stationdren Zustand dar.

Die Bedeutung der Wellenfunktion im dreidimensionalen Fall entspricht der im eindimen-
sionalen. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung das Teilchen im rdumlichen Intervall
d®r um r herum zu beobachten, ist

|U(r,t)]2 d3r = p(r,t) d®r .
Bei stationdren Zustinden ist diese rdumliche Wahrscheinlichkeitsdicht zeitlich konstant,
fiir nicht-stationére gilt

op 0, 0w , o
o= 5 () U(r, )] = v

Die Ableitung der Wellenfunktion nach der Zeit folgt aus der zeitabhéingigen Schrédinger-
Gleichung. Einsetzen ergibt

h
O _ M gegry _gvie]
ot m
Daraus folgt wegen V- (aa) =Va-a+aV3a

a_av.[\j[/ VI -TVI) =V {m[\If \AY% \I/V\If]}_ V-g.

Zusammen mit dem Stromdichtevektor

7
j= [V T - TV

m

erfiillt die Wahrscheinlichskeitsdichte p/r,t) also die Kontinuitétsgleichung

ap
ot

+V-j=0.
Fiir den Sonderfall einer ebenen Welle (Eigenfunktion von p) ergibt sich
W(r,t) = 2eh) exp(Llpy v — 20 1)
3 - ™ P h Py 2m

. a1
= 4= k)" —pg = puo,

also eine stationire Stromdichte.
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KAPITEL 3: SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRAD

Fiir Systeme mit s Freiheitsgraden ist die Schrodinger-Gleichung in der Ortsdarstellung
eine partielle Differentialgleichung in den s+ 1 Variablen ¢y, . .., ¢4, t. Thre explizite Lésung
ist in der Regel nur moglich, wenn sie sich durch Separation auf s 4 1 Teilgleichungen mit
jeweils einer Variableb zuriickfiithren l48t.

Fiir s = 1 148t sich stets ein C.S.C.O. angeben, der aus nur einer Variablen besteht. Dafiir
kommt in vielen Fillen aber der Hamiltonoperator nicht in Frage, da seine Eigenwerte
entartet sein konnen (Beispiel: freie Bewegung).

Betrachtet wird ein System mit s = 1, dessen Zustandsraum dreidimensional ist. Die Matrizen
des Hamiltonoperators H und einer weiteren Observablen B sind gegeben durch

/10 0 /1000
A=(0-1 0] , B=[0 0 1].
0 0-1 01 0

Die Eigenwerte von H sind (+1,-1,-1), die von B (+1,41,-1). Da beide Operatoren einen ent-
arteten Eigenwert haben, stellt keiner von ihnen einen C.S.C.O. dar. Andererseits verschwin-
det aber ihr Kommutator [fI, B], es gibt also eine Basis des Zustandraumes aus gemeinsamen
Eigenvektoren, die durch die zugehorigen Eigenwerte gekennzeichnet werden:

1 1 0 1 0
+1a+1>:<g> ) |_1a+1>:ﬁ<1> ) _1a_1>:ﬁ<_1> )

zusammen bilden H und B also einen C.S.C.O.. Der Operator F mit der Matrix

1 0 0
=10 0 0
0 0-1

hat die die drei nicht-entarteten Eigenwerte (4+1,0,-1) mit den zugehorigen Basisvektoren

1 0 0
+1)=(0> : 0)=<1> ) |—1>=< 0>,
0 0 -1

er stellt also einen C.S.C.O. dar. Da er mit dem Hamiltonoperator kommutiert, gibt es
eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren, namlich die eben genannte, in der die Matrizen
beider Operatoren diagonal sind. Die Observable F' bechreibt einen Zustand vollsténdig, die
Eigenwerte von H und damit seine Matrix miissen sich also durch die von F' ausdriicken
lassen. Es gilt
H=F+F -1,

wie man leicht durch Einsetzen der Matrizen nachweist. Andererseits kommutiert ' nicht
mit B, es gibt also keine Basis, in der diese beiden Operatoren gleichzeitig durch diagonale

Matrizen dargestellt werden.

Fiir die eindimensionale Bewegung eines Massenpunktes in einem zeitunabhéngigen Po-
tentialfeld gilt in der Ortdarstellung die Schrédinger-Gleichung

d*p 2
L+ B -Vl =0.

Diese linearte gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung hat fiir jeden Wert des Para-
meters E zwei linear unabhingige Fundamentallosungen 11 /) und 15 (z), aus denen alle
anderen 1 (z) durch Linearkombination gewonnen werden kénnen:

P(z) = cr1(x) + caa(z) .
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Sie bilden daher eine Basis eines zweidimensionalen linearen Vektorraumes von Ldsungs-
funktionen, und jeder Eigenwert F ist zweifach entartet.

Wellenfunktionen, die Zustinde darstellen, miissen aber wegen ihrer physikalischen Be-
deutung als Wahrscheinlichkeitsdichte aufler der Schrodinger-Gleichung noch weiteren Be-
dingungen geniigen:

1) Sie miissen fiir alle Argumente x eindeutig, endlich und stetig sein.

2) Sie miissen beliebig oft differenzierbar sein, mit Ausnahme von Sprungstellen von

V(z). Dort muf} ihre Ableitung fiir endliche Spriinge stetig sein.

3) Sie miissen quadratintegrabel (normierbar) sein.
Diese Forderungen lassen sich im allgemeinen nicht fiir beliebige Werte von E erfiillen,
durch sie wird daher ein Spektrum von zuléssigen diskreten Energiewerten ausgezeichnet.
Diese Quantelung wird also durch die Randbedingungen erzeugt.

In der klassischen Mechanik ist die dieser Schrodinger-Gleichung eine nicht-lineare Differen-

tialgleichung 1. Ordnung:

(&Y + 2 v =o.

Ihr Integral 188t sich durch Trennung der Variablen auf eine Quadratur zuriickfiihren:

i dx
— =
Zv%[E—V(m)]

Obwohl die Schrodingergleichung linear ist, bereitet ihre Integration gréfere Probleme, da es
kein allgemeines Losungsverfahren fiir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung gibt, wenn

die Koeffizienten nicht konstant sind.

a) Potentialtopf

Wenn die Bewegung eines Massenpunktes auf das Intervall [—a, +a] beschrinkt ist, kann
man sie durch ein Potential der Form

©: < -—a
Viz)=2 0 :—a<z<a
oo r>a

AuBerhalb diese Intervalls ist 1 (z) = 0, im Innern gilt die Schrédinger-Gleichung fiir ein
freies Teilchen:
d>y  2mE
dx h

Mit der Abkiirzung k% = 2mE/h? ist das allgemeine Integral

$p=0.

P(x) = A cos(kz) + B sin(kz) .
Die Forderung nach Stetigkeit von ¢ bei x = %aq fithrt zu

z=+a: Acos(ka)+ B sin(ka) =0
z=—a: Acos(ka) — B sin(ka) =0 .

Das ist ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir A und B, eine nicht-triviale Losung
existiert nur fiir
2 sin(kna) cos(kpa) = sin(2kpa) =0 .
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Dadurch werden als mogliche Werte der Wellenzahl k£ beziehungsweise der Energie E
ausgesondert

kp =

n—

2a
fiir alle natiirlichen Zahlen n. Im Ortsraum ist die Wirkung des Paritétsoperators IT defi-
niert durch

My(x) = 9(-x)
Wegen der Spiegelungssymmetrie des Potentials (V(—z) = V(z)) kommutiert er mit dem
Hamiltonoperator:
[H,11] =0 .
Da auflerdem die Randbedingungen symmetrisch sind, sind die Wellenfunktionen 1, (x)
der stationiren Zustinde auch Eigenfunktionen von II:

Die beiden Eigenwerte von II sind 7, = +1 (gerade Paritit, “even”) und m, = —1 (unge-
rade Paritit, “odd”), daher zerfallen die Eigenfunktionen in zwei Gruppen:

Fall1: B=0 — A#0 cos(kya)=0, n=1,3,5,...

Die normierten Wellenfunktionen

sind von gerader Paritét.
Fall 2: A=0 — B#0 sin(k,a)=0, n=2,4,6,...

Die normierten Wellenfunktionen

sind von ungerader Paritit.

Die Wellenfunktion des Grundzustandes n = 1 hat keine Nullstellen (Knoten) im Intervall
(—a,+a) und ist von gerader Paritdt. Mit wachsendem n kommt es zum Wechsel der
Paritit und dem Auftreten einer zusitzlichen Nullstelle. Es gilt also 7, = (—1)"*!. Die
Eigenfunktionen

T (2,1) = oxp(g Bnt) Y(2)

bilden eine nicht-entartete Basis des Raumes der Wellenfunktionen, daher stellt H selbst
einen C.S5.C.0O. dar. Der Paritidtsoperator II ist nicht unabhingig von H, denn fiir seine
Eigenwerte gilt

2
Ty = exp(m[h—a\/2m E,+1]).
s

Da der Ortsoperator # nicht mit dem Hamiltonoperator kommutiert:

h? d2 K2 d

“omaz ™ T Tomds

sind die 1, (z) keine Eigenfunktionen von Z. Das teilchen ist in diesen Zusténden also nicht
lokalisiert. Der Erwartungswert seines Ortes ist

[1,4] = |

+a
() = /q/;;;(x)m/;n(x) dz =0 .
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fiir die Schwankung (Az)? = ((z — (2))?) = (2) gilt

+a
= /1/);‘2(33)332 V() dz = a® [% - #] .

Speziell fiir den Grundzustand n = 1 ist Az = 0.36 a.

Der Impulsoperator p kommutiert zwar mit dem Hamiltonoperator:
. h? d? d .
Hpl=[-—-—,—1h—

trotzdem sind wegen der Randbedingungen die 1, (z) keine Eigenfunktionen von p. Der

Erwartungswert des Impulses ist

+a

W) = [ ¥o) (=oh ) (o) da = 0,

—a

fiir die Schwankung (Ap)? = {(p — (p))?) = (p?) gilt

Im Grundzustand ist daher

h hr 12
Ap=""" 5 AsAp=-Z4> -2 ~057h,
2a 2 V3 «

in Ubereinstimmung mit der Heisenbergschen Unschiirferelation.

Der Projektionsoperator B, = [4,)(¢h,| wird in der Ortsdarstellung gegeben durch den

Integraloperator
+a

Put@) = [ ula) du(@) () do = 0.

und die Vollstandigkeitsrelation lautet
an z) () = 0(x — Z) .

Eine potentielle Energie stellt eine ndherungsweise Beschreibung der Wechselwirkung des
betrachten Teilchens mit anderen dar. Sie muf} daher fiir grofie Absténde konstant werden,
und es ist physikalisch unrealistisch, wenn sie, wie im bisher betrachteten Fall fiir |z| — oo
iiber alle Grenzen steigt. Wirklichkeitsniher ist eine potentielle Energie, die fiir = 0 ein
Minimum — das man zu Null setzen kann — hat, fiir wachsende |z| zunimmt und schliefflich
einem Grenzwert V. fiir x — 400 und V_ fiir £ — —oo zustrebt. Dann sind, unter der
Annahme V_ < V,, fiir verschiedene Werte der Energie vier Fille zu unterscheiden.

Fall1: E <O

Von den beiden Fundamentallosungen der Schrédunger-Gleichung wéchst die eine fiir x —
+o00, die andere fiir x — —oc exponentiell an. Die Wellenfunktion ist in keiner Weise
normierbar, es existieren keine Zusténde.
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Fall2: 0<E<V_

Die Gleichung V(z) = E hat zwei reelle Wurzeln z; < z5. Fiir z < z1; mufl die mit
z exponentiell abklingende, fiir z > x5 die mit z exponentiell ansteigende der beiden
Fundamentalldsungen ausgeschlossen werden. Das liefert zwei Randbedingungen, die von
den Losungen der Schrodinger-Gleichung nur fiir eine Reihe diskreter Eigenwerte F, erfiillt
werden konnen. Thre Anzahl kann Null, aber auch abzihlbar-unendlich sein.

Fall3: V_<E<V,

Die Gleichung V' (z) = E hat eine reelle Wurzel zg. Fiir z > 2o muf} die mit = exponenti-
ell ansteigende der beiden Fundamentallésungen ausgeschlossen werden. Die verbleibende
klingt exponentiell ab, fiir z < zg ist sie oszillatorisch. Das liefert eine Randbedingung,
die von den Losungen der Schrédinger-Gleichung fiir jedes E in diesem Intervall erfiillt
werden kann. Das Spektrum der Eigenwerte ist ein nicht-entartetes Kontinuum.

Fall4: V., <E

Die Schriodinger-Gleichung hat keine exponentiell ansteigenden oder abfallenden Losungen.
Fiir jedes E gibt es zwei linear unabhéngige Losungen von oszillatorischem Charakter. Die
Eigenwerte bilden ein zweifach entartetes Kontinuum.

Ein wichtiges Beispiel ist ein Potentialtopf mit endlich hohen Wéinden, da er als stark
vereinfachtes Modell fiir ein gebundenes System dienen kann. die potentielle Energie wird

hier gegeben durch
Vo x| >a
V(z)—{ 0: |z[]<a
Fir x < —a und z > +a gilt die zeitunabhéingige Schrédinger-Gleichung

ﬁ¢+mmE—%)
dx? h?
fiir das Innere des Potentialtopfes (—a < z < +a) dagegen

Y =0,

d?_w 2mE

R
Mit den Abkiirzungen k% = 2mE/h? und x? = 2m(FE — Vy)/h? ergeben sich fiir £ < V
die folgenden Losungen fiir die drei Bereiche:

$p=0.

Aret™™ f Age ™™ | 1< —a
¢($) =< As e+zkm+A4 etk ’ ‘$| < a
As e + Age ™™ | > +a

Aus der Forderung der Normierbarkeit der Wellenfunktion folgt
As=0 , A5=0,
aus der der Stetigkeit von ¢ und dv/dz bei z = —a

Al e he — A3 efzka +A4 e+zka
+rA e " =k (A3 B_Zka — Ay 6+Zka)

und aus der entsprechenden bei x = +a

Ag e~Ra — A3 e—l—zka + A4 e—zka
—KkAge " =1k (A3 e ke _ A, e“ka) )
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Diese sechs Gleichungen bilden ein homogenes lineares Gleichungssystem zur Bstimmung
von Aj,...,Ag, das nur dann eine nicht-triviale Losung hat, wenn seine Determinante

verschwindet:
e~ 200 (k2 — k2) sin(2ka) + 2kk cos(2ka)] = 0 .

Hier muf} der Inhalt der eckigen Klammer verschwinden, es ergeben sich zwei Losungen:
1) & = +ktan(ka)
2) Kk = —ktan(ka) ,

dazu wegen der Definitionen von x und & die weitere Bedingung

2mV,
K2+ k% = T;LLQU

Mit ihrer Hilfe kann man « eliminieren und erhélt so zwei transzendente Gleichungen fiir
k und damit auch fiir E:

h
1) ——=—=ka = cos(ka)
ar/2mV
h .
2) ———ka = sin(ka) .

av/2mVy

Trégt man die beiden Seiten der ersten Gleichung gegeniiber ka auf, so ergibt sich fiir
die linke eine Gerade mit der Steigung f/a\/2mVj, fiir die rechte eine Kosinuskurve. Die
Losungen werden durch die Schnittpunkte dieser beiden Kurven geliefert. Entsprechendes
gilt fiir die zweite Gleichung. Fiir sehr kleines V) und damit grofie Steigung der Geraden
gibt es immer einen Schnittpunkt der ersten Art. Mit wachsendem Vj und damit abneh-
mender Steigung tritt als néichstes ein Schnittpunkt der zweiten Art auf, dann abwechselnd
solche der ersten und zweiten Art. Fiir endliches V} ist die Anzahl der diskreten Eigenwerte
endlich. Im Grenzfall V; — oo erhilt man wieder einen Potentialtopf mit unendlich hohen
Winden. Die Steigung der Geraden verschwindet dann, und die Schnittpunkte liegen bei

T
kpn=mn—
n=n 2a

in Ubereinstimmung mit dem fritheren Ergebnis. Da auch bei endlichem V; das Potential

symmetrisch ist, sind die Eigenfunktionen 4),,(z) von wohldefinierter Paritit (—1)"*!, also
die der ersten Art “even”, die der zweiten “odd”.

Die potentielle Energie ist definitionsgemif nur bis auf eine Konstante bestimmt. Eine
Verschiebung des Bezugspunktes um V,; mit

Viz)=V(z)+Vy
dndert die zeitunabhéingige Schrodinger-Gleichung in

A2y 2m _ _
d—;é}—l—h—m[E—V(x)]i/J:O.

Thre Eigenwerte sind gegeben durch

En:En_Vda

ihre Eigenfunktionen weichen von den urspriinglichen nur um einen irrelevaten Phasen-
faktor ab:

3
\Iln(xa t) = exp(ﬁ Va t) \Iln(xat) .
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Statt des Potentialtopfes mit endlich hohen Winden kann man also auch einen solchen
der endlichen Tiefe Vj betrachten.

In diesem sind die Energie-Eigenwerte fiir die gebundenen Zusténde negativ. Fiir £ > 0 ist
die Losung der Schrodinger-Gleichung in allendrei Bereichen oszillatorisch und daher nur
auf die d-Funktion normierbar. Damit entfallen die einschrinkenden Bedingungen Ay =0
und As = 0. Die Eigenwerte F bilden ein Kontinuum, wobei jeder von ihnen zweifach
entartet ist. Wenn man durch die zusétzlichen Randbedingungen

Vizg)=00 , |z|>b>a

die Bewegung des Teilchens auf das Intervall [—b,+b] begrenzt, bleiben die diskreten
Eigenwerte E, und Eigenfunktionen 1, (x) fiir die gebundenen Zustinde fast unveriandert.
Das Kontiunuum von Eigenwerten E > 0 16st sich dagegen in ein feines Raster diskreter
Eigenwerte auf, das mit wachsendem b immer enger wird (Details bei Hittmair). Der
Grenzfall b — oo (ungebundene Zusténde) wird spéter betrachtet.

b) Harmonischer Oszillator

In der klassischen Mechanik bezeichnet man als harmonischen Oszillator ein System, bei
dem ein Teilchen an ein Zentrum durch eine riicktrebende Kraft gebunden ist, die propor-
tional zum Abstand zunimmt. Die zugehorige potentielle Energie hat die Form

2
mw*

Viz) = 2
Néaherungsweise wird durch einen solchen Ausdruck auch in vielen Féllen die Bewegung fiir
kleine Auslenkungen aus einer Gleichgewichtslage z = 0 beschrieben, bei der die potentielle

Energie sich in eine Taylor-Reihe entwicklen l48t:
1 1
V(z) =V(0)+ T V'(0)z + o V"0 z2...

wobei ohne Beschriankung der Allgemeinheit V(0) = 0 gesetzt werden kann, wegen der
Gleichgewichtslage fiir z = 0 ein Minimum von V (z) vorliegt (V'(0) = 0) und wegen der
Stabilitiat V" (0) > 0 gilt.

Ein quantenmechanisches Analogon dazu ist die Schwingung der Atomkerne eines zweia-
tomigen Molekiils um ihren Gleichgewichtsabstand. Fiir solche Systeme lautet die zeitun-
abhéngige Schrodinger-Gleichung

d*yp  2m mw?
—+ = [E— —— =0.
dxz? + K2 [ 2 * Jo=0

Als Randbedingung kommt hinzu die Forderung nach Normierbarkeit und damit hinrei-
chend schnellem Abfall von v(z) fir £ — f+o00. Da V(z) in diesem Fall iiber alle Grenzen
wéchst, was natiirlich eine Idealisierung ist, hat das System nur gebundene Zusténde.

Zur Abkiirzung werden zunéchst dimensionslose Variablen eigefiihrt:

mw FE
S A

damit nimmt die Schrédinger-Gleichung die Form

d?)

ge T D) &g =0
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an. Fiir sehr grofle Werte von ¢ verhilt sich ¢ wie e~/ 2 man macht daher den Ansatz
2
P& =e /70()
und erhélt die transformierte Gleichung

d%v dv

— -2 —+2\v=0.

22 13 BT +2\v

Die Integrale dieser Differentialgleichung lassen sich nicht durch elementare Funktionen
ausdriicken. Die Substitution u = ¢? fithrt zu

d? 1 d A
U—Z—l—(——u)—v—l——v:(],
du

2 du 2
das ist ein Sonderfall (b = 1/2,a = —\/2) der Kummerschen Differentialgleichung

d?v dv
uw-l—(b—u)%—av—()

mit den beiden Fundamentallésungen

ve(u) = 1Fi(—%; 3 u

Hier ist 1 F (a; b; 2) die konfluente hypergeometrische Funktion von Gaufl mit der Potenz-
reihenentwicklung
az' ala+1)22 ala+1)(a+2) 2

+ = t... .

Filahz) =145+ 5002
ab) =14 T e o T a0 e (b £2) 3

Riicktransformation auf die Variable ¢ fiihrt zu

ve(§) = 1F1(—%; % 52)
’UO(U) = £1F1(%7 %’ 52) :

Ve ist also eine gerade, v, eine ungerade Funktion von £. Aus der Reihenentwicklung von
1F1 oder aus dem direkten Potenzreihenansatz

v(€) = apé
k=0

ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung eine Rekursionsformel 2. Stufe fiir
ag:
2(k —\)
(g2 = ——F7—— A -
Tk )(k+2) "
Die Potenzreihe zerfillt daher in zwei unabhéingige Teilreihen, von denen die mit ag begin-
nende alle geraden, die mit a; beginnende alle ungeraden Potenzen von ¢ enthilt. Daher
gilt
o oo
ve(&) =D a & w(é) = agky

Im allgemeinen ist aber fiir gegebenes E keine dieser beiden Fundamentallésungen nor-

mierbar, denn fiir grofie £ gilt fiir den Quotienten zweier aufeinander folgender Summanden

in der Reihe ko
k12
k2§ R

2
ay, &k Ef

44



wie bei der Funktion €. Sowohl v, (¢) als auch v,(¢) wachsen daher fiir grofe |¢| in dieser
Weise an, die Wellenfunktion 4)(z) somit wie e¢*/2. Wenn aber die Potenzreihe fiir ve(§)
oder v,(¢) fiir einen bestimmten Wert der Energie und damit von A abbricht, reduziert
sie sich auf ein Polynom, und der Faktor e €2 garantiert die Normierbarkeit. Das ist
ersichtlich der Fall fiir

A=n , n=0,12....

Fiir gerade n ist also ve (£) normierbar, wihrend v,(£) unbeschrinkt anwichst, fiir ungerade
n ist es umgekehrt. Es gilt also mit einem Normierungsfaktor A

Ue,n(f) 3 ’I’L:0,2’4
'Uo,n(g) ? n= 1,3,5,...

Pnl) = A€ {
Aus A = n ergibt sich als Eigenwert der Energie
Epn=Mnm+1YHhw.
Die zugehorigen Eigenfunktionen folgen aus

Un(g) = Hn(g) )

dabei ist H,, das Hermite-Polynom n. Ordnung. Es [48t sich durch die konfluente hyper-
geometrische Funktion ausdriicken:

Ho(§) =1 , Hi(§)=2¢ , Ho(f)=4¢-2.

Sie lassen sich berechnen aus der allgemeinen Formel

" [n/2] (—l)kn! . o
n(§) = ;;]m( §)"n —

oder mit Hilfe der erzeugenden Funktion e~

Ho(¢) = (-1 €0 (e

dgn
und erfiillen die Orthonormalitétsrelation
400
[ € € Hul€) Ha€) d = b 27nt V7
—o0

Daraus folgt fiir die normierte Wellenfunktion

Yn(z) = {2n1n!\/%}1/2 eXp(_ZL—;{)xQ)Hn(\/gﬂf) .

Fiir den Grundzustand (n = 0 ergibt sich zum Beispiel (Gaufische Glockenkurve)

mw\1/4 _mw,2
e

Po(r) = (ﬁ
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Sie ist von gerader Paritdt und hat im Endlichen keine Nullstelle. Im allgemeinen Fall hat
1 (x) bei n Nullstellen die Paritét

E 1
= (=1)" = '™ — -n __ - .
T = (—1)" = € = explun(2 — 2]
Da diese gebundenen Zusténde nicht-entartet sind, werden sie durch eine einzige Ob-
servable beschrieben, und der Hamiltonoperator H ist fiir sich allein ein C.S.C.O.. Der
Paritétsoperator IT kommutiert mit ihm, ist aber nicht unabhingig von ihm:
. H 1
IT= — -]
explin(z— = )
Seine beiden Eigenwerte sind abzihlbar-unendlich-fach entartet, zu m, = +1 gehoren alle
Zustinde mit geradem n, zu 7, = —1 alle mit ungeradem n.

In der Impulsdarstellung erhélt man, wiederum nach Abspaltung eines zeitabhingigen
Faktors, die Schrodinger-Gleichung

d*p 2 1

CY  _f E-—pYp=0.

dp?  h’mw? | 9m P Je

Sie stimmt in ihrer Form vollig iiberein mit der in der Ortsdarstellung, und ihre Lésungen
¢(p) sind daher von der gleichen analytischen Gestalt wie die ().

Im Falle des harmonischen Oszillators ist es moglich, auf eine Darstellung zu verzichten
und rein algebraisch vorzugehen. Dazu fithrt man zunéchst dimensionslose Variablen ein:

X = (mw/h)'?X | P=(mhw)?P | H=(w 'H.

Damit nehmen der Hamiltonoperator und die Kommutatorbeziehung fiir Koordinate und
Impuls die Gestalt an:

A A

H=_(X2+P? , [X,P]=:l.

N | —

Die beiden Operatoren

1 . R 1 . .
= — (¥ —P
Vﬂ )
sind nicht hermitesch und stellen daher keine Observablen dar. Fiir ihren Kommutator
gilt
[a,af] = —1[X,P]=1.
Mit der Definition des Teilchenzahloperators durch

N=a'a — aid'=N+1
148t sich der Hamiltonoperator dann in der folgenden Weise umschreiben:

N 1 ~ o
H=(aal +ala)=N+11.

[\

Die Operatoren # und N sind hermitesch, es existiert daher eine Basis aus Eigenzustinden
von N mit
Nln) =n|n)
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dabei wird hier noch nicht vorausgesetzt, dafi die Eigenwerte n ganzzahlig sind. Die |n)
sind gleichzeitig Eigenvektoren von H:

Hin) = (n+3)In) .

Weil das Normquadrat jedes Zustandsvektors, also auch das von a|n), positiv oder Null
(nur fiir den Nullvektor) ist, folgt

n = (n|Nn) = (nla’ aln) > 0.
Falls n = 0 ein Eigenwert ist, gilt daher
aln=0) =10) .

(Hier ist der Unterschied zwischen dem Nullvektor |0), der keinen Zustand darstellt, und
dem Grundzustand |n=0) zu beachten!) In entsprechender Weise erhélt man

(n|N +1ln) = (n|aa’ln) =n+1>0.
Das Produkt der beiden Operatoren N und a li8t sich in der folgenden Weise umformen:
Na=(fa)a=@a'-a=a@la)—a=aWmw-1).
Durch Anwendung auf |n) folgt daraus
Naln)=a(N-1)|n) =da(n—1)|n) = (n—1)a|n),

a|n) ist also ein Eigenvektor von N zum Eigenwert n — 1. Die Eigenwerte von H und
damit auch von N gebundener Eigenzustinde eines eindimensionalen Problems (s = 1)
sind aber nicht entartet, daher muf} sein:

alny=aln—-1),
wobei « eine Konstante ist. Auf die gleiche Weise ergibt sich
alln)=pn+1).
Der Wert der Konstanten o und S ergibt sich aus dem Normquadrat von a|n). Wegen
(nlataln) = o> (n—1n—-1)=|a/>=n
folgt bei Festlegung der willkiirlichen Phase von « zu Null
a=+n

und auf entsprechende Weise

B=viTl.

Die charakteristische Eigenschaft der Operatoren @ und a' ist es also, den Eigenwert der
Teilchenzahloperators um 1 zu erniedrigen bzw. zu erhéhen:

aln) =+/n|n—1)
afln) = vVn+1|n+1).
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Man nennt sie daher Leiteroperatoren (“ladder operators”), und zwar @ einen Vernich-
tungsoperator (“destruction operator”, “step down operator”) und 4! einen Erzeugungs-
operator (“creation operator”, “step up operator”). Die mehrfache Anwendung von a
ergibt

a™n) =~vy|n—m) .
Da aber nach der obigen Uberlegung alle Eigenwerte, und daher auch n — m, positiv oder
Null sein miissen, kann dieses Verfahren nicht unbegrenzt fortgesetzt werden, sondern muf}

bei m = n enden. Die Eigenwerte von N sind also die ganzen Zahlenn = 0,1, 2,.... Daraus
folgen die Eigenwerte der Energie:

H=hw(N+3i1) — E,=n+3%)hw
in Ubereinstimmung mit der Ortsdarstellung.

Wenn man die Eigenvektoren |n) als Basis des Zustandsraumes benutzt, kommt man zur
Energiedarstellung (Teilchenzahldarstellung). In ihr sind die Matrixelemente von @ und af
gegeben durch

(nlalm) = v/m dpm-1 (n\d”m) =vm+1d,mit1 -
Die Matrizen haben also die folgende Gestalt:

V1 0 0 0 0 ---
\/TUOO---
0 00

0
0 --- o
S| o od= \/5

Durch Matrizenmultiplikation ergibt sich daraus die Matrix von N = a'a und aus ihr die
von H =N +1/2:

000 0 12 0 0 0 -
o100 o320 0.
N=190 10 2 0 o H=1 0 0520 -

Diese beiden Matrizen sind hermitesch, ebenso wie die von X und P:

0vio 0 - 0 0 0
o |viovio i va o
=75 0f0\/§--- - PE-zl 0 —vZ o VB

Mit ihrer Hilfe kann die Erwartungswerte von Koordinate und Impuls berechnen:
(#) = (n|X|n) = (p) = (n|Pln) = 0.
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damit ergibt sich fiir die Schwankungsquadrate
(Ax)® = (X%) . (Ap)*=(P?).

Hier 148t sich X2 durch die Leiteroperatoren @ und a' ausdriicken:

X?=—(a+al)?= h

= = (> +aat +ata+af?) .
2mw 2mw

Wegen der Orthogonalitit von Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten gilt aber

a’n) =\/n(n—1) n-2) — (n|a®n) =0
a?n) =\/n(n+1) In+2) — (n|an)=0.
T

Damit ergibt sich wegen afa+aal =2ata+1 = 2N +1
2 \ h 1
(Az)” = (n|2N +1jn) = — (n+ 3)
2mw mw
(Ap)? = — (n|2N + 1|n) = mhw (n + 1) .

Fiir das Produkt der beiden Schwankungen folgt daraus

h
AzAp=h(n+1)> B
in Ubereinstimmung mit der Heisenbergschen Unschirferelation, wobei die Unschiirfe des
Grundzustandes minimal ist.

Die dquidistanten Energiestufen des harmonischen Oszillators bestéitigen die Richtigkeit
der Planckschen Hypothese, daf} seine Energie ein Vielfaches von hw sei, bis auf das Auftre-
ten einer Nullpunktsenergie iw/2. Diese spielt hier keine Rolle, da nur Energiedifferenzen
beobachtet werden. Das elektromagnetische Feld im Vakuum hat bei Beschrinkung auf
ein endliches Volumen abzdhlbar-unendlich viele Freiheitsgrade. Seine Energiedichte ist
W= — (B + BY)
2c2 '

Wie in der Quantenelektrodynamik gezeigt wird, 148t es sich durch einen Satz von
abzihlbar-unendlich vielen ungekoppelten harmonischen Oszillatoren darstellen, wobei
die Rolle von z durch die elektrische Feldstirke F und die von p durch die magnetische
Induktion B wahrgenommen wird. Da es sich nicht um materielle Teilchen handelt, ist
keine Orts- oder Impulsdarstellung moglich, wohl aber eine mit Hilfe der Leiteroperatoren,
die dann die Erzeugung und Vernichtung von Photonen beschreiben. Das Auftreten der
Nullpunktsenergie fithrt dabei zu Konvergenzschwierigkeiten.

¢) Ungebundene Zustinde

Nach dem Superpositionsprinzip ergibt die Uberlagerung zweier méglicher Zustéinde eines
Sytems wieder einen moglichen Zustand. Falls der Hamiltonoperator nicht explizit von der
Zeit abhingt, kann man durch den Separationsansatz

Up(e,t) = exp(—3 Bt) $p(a)
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von der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung zur zeitunabhingigen iibergehen, deren
Losung g (x) ist. Falls der Energie-Eigenwert E entartet ist, sind alle Linearkombina-
tionen der verschiedenen g (z) ebenfalls solche Losungen. Die zugehorigen Vg (x,t) und
damit auch alle Linearkombinationen von ihnen enthalten alle denselben zeitabhéingigen
Faktor. Sie beschreiben stationéire Zustinde mit wohldefinierter Energie, die in ihrer Ge-
samtheit eine Basis des Zustandsraumes bilden. Die Linearkombination von zwei solchen
Basisvektoren mit verschiedenen Energien F; und Fo;

U(z,t) =c1 Vg, (x,t) + ca Vg, (z,1)

mit konstanten ¢y, ¢g ist dann zwar ebenfalls eine Losung der Schrodinger-Gleichung, stellt
aber keinen stationdren Zustand mehr dar und hat keine wohldefinierte Energie.

Wiéhrend beim harmonischen Oszillator die potentielle Energie mit wachsendem |z| unbe-
schrinkt ansteigt, geht sie fiir realistische Wechselwirkungengegen einen Grenzwert, den
man zweckméifBigerweise als Nullpunkt der Energiezdhlung wihlt. Je nach der Art des
Ansteigens gibt es fiir £ < 0 endlich oder abzihlbar-unendlich viele Eigenwerte FE,, mit
normierbaren Eigenvektoren. Fiir F > (0 existiert dagegen ein Kontinuum von Eigenwerten
0 < E < oo, deren Eigenvektoren nicht normierbar sind. Die Gesamtheit dieser Eigenvek-
toren, ob zu diskreten oder kontinuierlichen Eigenwerten gehorig, bildet eine Basis des
Zustandsraumes. Man kann daher eine beliebige Wellenfunktion ausdriicken als

U(z,t) = ch e wEnt oy (z) + /C(E) e 7Pl ypp(z) dE
n 0

Wir beschrinken uns zunéchst auf die Betrachtung einer freien Massenpunktes (V (z) = 0).
Hier gibt es nur ungebundene Zustdnde mit E' > (0. Eine Basis aus stationdren Zustinden
wird gegeben durch

Up(z,t) = Ae"w Ptttk

Da hier keine Randbedingungen zu erfiillen sind, sind alle Energie-Eigenwerte zweifach
entartet (+k):

h2k2 h k2
F=——=hw — w=—

2m  2m

H stellt hier also, im Gegensatz zu p oder l%, keinen C.S.C.0O. dar. Der Normierungsfaktor
A héngt von der Art der Normierung ab. Bisher wurde die p-Normierung gewéhlt:

+00
/ V() Uplo t) de = 6(p—p)  — A, = (2ah) Y2,
—00

hiufig ist jedoch praktischer die k-Normierung:

+oe
/ Ui (w0, 6) Up (2, ) do = 6(k — k) — Ay = (2m) /2,

Wegen p = hik besteht der Zusammenhang
() = B Y2 Wy (x,t) .
Fiir die von jetzt an benutzten Basis-Wellenfunktionen in k-Normierung gilt dann

\I’k(fE,t) _ (271_)71/2 ez(isz%t) _ (271_)71/2 ez(iszwt) )
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Diese Wellenfunktion beschreibt je nach Vorzeichen von k£ nach rechts bzw. links laufende
Wellen mit der Phasengeschwindigkeit

Cw_mk [
Pk om \ 2mw

Diese ist abhéngig von w, die Materiewellen erfahren also — im Gegensatz zu elektroma-
gnetischen Wellen — auch im Vakuum eine Dispersion. Bei der Ausbreitung verdndert sich
die Form der Wellenfunktion, sie zerflief3t.

Jede Losung der zeitabhéingigen Schrodingergleichung fiir den freien Massenpunkt 145t
sich durch Uberlagerung solcher Wellen, die als Eigenfunktionen des C.S.C.O. k eine Basis
bilden, als ein ,,Wellenpaket*, darstellen:

“+o0o
U(z,t) = (2m) /2 / (k) e k=) gy
—o0

Dieses wird festgelegt durch sein rdumliches Spektrum ¢(k). Im Gegensatz zu den Basis-
Wellenfunktionen ¥y, ist es fiir geeignete ¢(k) normierbar:

“+00
/ U (z,t)2dz = 1
-0

und damit in gewissen Grenzen lokalisierbar, aber nicht mehr stationér. Es hat also keine
wohldefinierte Energie. Im Verlauf der Zeit bewegt es sich bei gleichzeitiger Verformung
(ZerflieBen). Wenn seine Form zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben ist durch

+00
(a,0) = p(o) = @r) 72 [ (k) ek
—0oQ
erhalt man daraus durch Fourier-Transformation das Spektrum

+00
o) = 2m) V2 [ () e da

Fiir t = 0 werde die Wellenfunktion gegeben durch (,,Rechteckimpuls®)

A, || <Az
W(m,m:w(m):{o WIS

dann folgt fiir das Spektrum

+Ax

@(k) — (271_)71/2 / Aefzkz dr = (271_)71/2 (_%) [efzkz Jjﬁz — \/EA sm(I]zAa:) .
™

— Az
Es ist nur wesentlich von Null verschieden fiir |kAz| < w. Daraus ergibt sich
Akx=n/Ar — Az -Akx~nm — Azr-Ap=nh,
also im wesentlichen die Heisenbergsche Unschérferelation. Sie ist hier eine Folge des Wel-

lencharakters der Materie: rdumliche Ausdehnung eines Wellenzuges und Breite seines Spek-

trums sind zueinander umgekehrt proportional.
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d) Potentialstreuung

Normierbare Wellenpakete sind nicht-stationér, sie beschreiben die unbeschriankte Bewe-
gung eines Teilchens in einem Potentialfeld. Dieses ist meist von begrenzter Ausdehnung.
Ein aus grofler Entfernung kommendes Teilchen ist also zunéchst frei, tritt dann innerhalb
des Einflubereichs des Feldes mit diesem in Wechselwirkung und entfernt sich schliefilich
wieder als freies Teilchen ins Unendliche. Diesen Vorgang bezeichnet man als Potential-
streuung, er ist offensichtlich zeitabhingig. Wegen der linearen Superponierbarkeit von
Zustinden kann man stattdessen aber auch das Verhalten der Partialwellen betrachten,
aus denen sich das Wellenpaket zusammensetzt. Sie beschreiben stationire Zustinde mit
wohldefinierter Energie, bei denen eine gleichmifiige Einstromung aus dem Unendlichen
stattfindet und die daher keine endliche Norm haben konnen. Statt der zeitabhéingigen
ist dann die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung zu lésen, was die Aufgabe wesentlich
erleichtert.

Potentialstufe
Die potentielle Energie wird gegeben durch

0: z<0

Hier sind keine gebundenen Zustinde moglich. Es sind zwei Fille zu unterscheiden:
E>TV
In den Bereichen I (z < 0) und IT (z > 0) gilt fiir die Wellenfunktion

'L/J[(ZE) — Al e+zkx +A2 efzkz
¢II($) = A; e-l—zfcx T+ Ay e—zkx
mit den Abkiirzungen k% = 2mE/h2 und k? = 2m(E — Vo)/hZ- Fiir |z] = oo sind keine
Randbedingungen zu beriicksichtigen. Setzt man voraus, dafl das Teilchen nur von links
einfillt, so gilt wegen A4y =0 bei z =0
Al + Ay = Ag
Zk(Al —AQ) = Z%Ag, .
Dieses homogene lineare Gleichungssystem ist unterbestimmt und fiir beliebige Energien
erfiillbar, wobei die Amplitude A; frei gewahlt werden kann:
Ay 1-k/k  1—(1-Vy/E)/?
Ay 14 k/E 14+ (1 -V /E)/?
As 2 B 2
Ay 1+ k/E 1+ (1—Vo/E)'/?

Die Amplitudenverhiltnisse sind reell, es tritt also bei x = 0 kein Phasensprung auf.
Wegen As/A; < 1 wird ein Teil der Welle und, anders als in der klassischen Mechanik,
des Teilchens reflektiert. Im Grenzfall E — oo gilt A3/A1 — 1, As/A; — 0.

E <V

Hier gibt es eine Randbedingung im Unendlichen. Die Wellenfunktion muf fiir grofie =
exponentiell abklingen. Es folgt wieder (aber aus einem anderen Grunde) A4 = 0:

pr(z) = Ay et 4 Ay e
Yrr(z) = Aze ™
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mit den Abkiirzungen k? = 2mE/h? und k? = 2m(Vy — E)/h?. An der Sprungstelle z = 0
gilt
Ay + Ay = Az
Zk(Al —AQ) = —Iﬁ]A3 .

Das Gleichungssystem ist wieder fiir beliebige F erfiillbar, die Amplitudenverhéltnisse
werden jetzt aber komplex:

Ay 1—ar/k 5 )
Ay 1+ak/k © o Ay o/
As 2 1/2
42 k=WVo/E—-1)"/2.
A TremgE 0 BR= /B
Es handelt sich also um eine Totalreflexion (]A3| = |A;|) mit einem Phasensprung an der
Kante. Gleichzeitig dringt wegen
2328
Al W

eine Welle in das Medium ein, die Eindringtiefe zq folgt aus

h?
=1 - =—=—"
o =N T am(Vy - B)
Fir Vj — oo verschwinden sowohl ihre Amplitude als auch ihre Eindringtiefe.

Potentialwall

Die potentielle Energie wird jetzt gegeben durch

)0 fz[>a
V(x)_{Vo: lz| <a

Es handelt sich also um eine Schwelle der Breit 2a und der Hohe V{. Hier sind die Bereiche
I(z < —a), II (—a <z < +4a) und IIT (z > +a) zu unterscheiden. Es existieren keine
gebundenen Zusténde, alle Energiewerte 0 < z < oo sind moglich. Im folgenden wird nur
der Fall £ < V4 betrachtet, der Fall £ > Vj ist ganz dhnlich dem des vorigen Beispiels.
Fiir die Wellenfunktionen gilt in den verschiedenen Bereichen

pr(z) = Ay et 4 Bre
¢II(5E) — A2 efmr + B2 e+l€z

Yrrr(z) = Azet™*T

dabei sind £ und & die gleichen Abkiirzungen wie oben. Es sind auch hier keine Randbe-
dingungen im Unendlichen zu erfiillen, doch wird wieder vorausgesetzt, dafl das Teilchen
nur von links einstromt. Die Stetigkeitsbedingungen bei x = — a ergeben dann

Al efzka + B1 €+zka — A2 e+na + B2 e kA
1k (Ape ™% — Bet™ ) = k(—Ay et 4 Bye 1Y)

und die bei £ = + a entsprechend

A2 e~ e + B2 e—l—na — A3 e-l—zka
k(—Age "4 Byetrt) = 1k Agethe
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Dieses homogene lineare Gleichungssystem fiir die Unbekannten A;, Ao, Az, By, Bs ist bei
frei wihlbarer Amplitude A; fiir alle F 16sbar und liefert die Amplitudenverhéltnisse

A2 - 1 —2ka
4, 2°¢ (Q1+ Qo)
A3 _ 1 —2ika
A_l 73 e (Q1 — Q2)
mit den Abkiirzungen
ka tanh(ka) + 1ka ka coth(ka) +1ka
Ql = ) QQ =

ka tanh(ka) — 1ka ka coth(ka) —1ka
Daraus ergibt sich als Durchlassigkeitskoeffizient der Schwelle

k2 + K2

As 2
‘—3 =[1+ sinh?(2ka)] " .
Ay

Fiir einen sehr breiten Potentialwall (ka > 1) gilt dann wegen sinh(ka) = e > 1

é‘Q ~ 16k2"€2 6—4[{(1 << 1 .

A1 = (kQ + 52)

Wie bei der Totalreflexion einer elektromagnetischen Welle an einer Platte endlicher Dicke
tritt hier ein mit der Dicke exponentiell abnehmender Teil des Teilchens durch die Schwelle
hinduch. Man bezeichnet diese Erscheinung als ,, Tunnel-Effekt“.

Er ist wichtig fiir die Erklarung des a-Zerfalls eines Atomkerns. Dabei geht man davon
aus, das das a-Teilchen durch eine radiale Schwelle — im eindimensionalen Modell darge-
stellt durch zwei Schwellen — im Bereich des Kerns gehalten wird, obwohl seine Energie
positiv ist. Es 48t sich durch ein Wellenpaket beschreiben, das an den Wénden sténdig
reflektiert wird. In einem bindenden Potential, wie beim harmonischen Oszillator oder
dem Wasserstoffatom, wird es dann durch periodisch konstruktive und destruktive Inter-
ferenz am Zerflielen gehindert. Beim «-Zerfall dagegen bewirkt der Tunnel-Effekt, dafl
seine Amplitude im Innern im Laufe der Zeit stindig abnimmt, es ,tunnelt“ nach aufien.
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KAPITEL 4: SYSTEME MIT MEHREREN FREIHEITSGRADEN

Quantenmechanische Systeme mit mehreren Freiheitsgraden sind in der Regel aus Massen-
punkten aufgebaut. Das einfachste Beispiel wird gegeben durch einen Massenpunkt(s = 3)
in einem Potentialfeld. Dafiir gilt in der Ortsdarstellung die Schrédinger-Gleichung

ovr .
—th—+ H(r,V)¥ =0
? at-l_ (’r7 )

mit dem Hamiltonoperator

. R: _,
H=——V21+V(rt).
2my (r.1)

Das Gegenstiick dazu ist in der klassischen Mechanik die Hamilton-Jacobi-Gleichung

a8
E‘FH(’I",VS) =0

mit der Hamiltonfunktion
1
H = 2 t) .
(. VS) = 5o (VS + V(1.1

Falls die potentielle Energie nicht explizit von der Zeit abhéngt, 148t sich diese Gleichung
durch den Ansatz

S(r,t) =W(r)+ f(?)

separieren, und es ergibt sich
flt)y=—-Et.

Dabei gilt fiir W (r) die verkiirzte Hamilton-Jacobi-Gleichung
H(r,VW)=E,

die durch Einsetzen der expliziten Form von H die Gestalt

b

(VW)Y +V(r)=E
2mg

annimmt. Sie ist durch die Verwendung der Vektorschreibweise in invarianter Form ge-
geniiber Koordinatentransformationen gegeben und kann in verschiedenen Koordinaten-
systemen (g1, q2,q3) dargestellt werden. Die am h#ufigsten verwendeten sind kartesische
Koordinaten (z,y, z), Kugelkoordinaten (r,, ¢) und Zylinderkoordinaten (p, ¢, z), selte-
ner werden parabolische Koordinaten (£,7, ¢) benutzt.

Die verkiirzte Hamilton-Jacobi-Gleichung ist eine nicht-lineare partielle Differentialglei-
chung 1. Ordnung in drei Verénderlichen ¢1, ¢o, g3. Eine konkrete Losung ist in der Regel
nur moglich, wenn sie sich durch den Ansatz

Wq1,q2,93) = Wilq1) + Wal(q2) + W3(g3)

in drei gewthnliche Differentialgleichungen in jeweils einer der drei Variablen separieren
148t. Thr allgemeines Integral hingt dann von drei Integrationskonstanten ay, g, ag ab:

S =Wl(q1,q2,q3,00,02,a3) — E(a1, 0, 03) .
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Eine solche Wirkungsfunktion beschreibt eine dreiparametrige Schar von Zustdnden. Mit

aS
do;

Bi
wird daraus ein einzelner Zustand (Bahn) ausgesondert. Die f; sind dabei kanonisch-
konjugiert zu den «;.

Die Moglichkeit der Separation hingt nicht nur vom System, sondern auch vom gewihlten
Koordinatensystem ab. Im allgemeinen gibt es fiir ein separables System bis auf triviale
Unterschiede (wie Mafistabsinderungen) nur ein solches Koordinatensystem. Bei Sepa-
rabilitdt in zwei oder mehr wesentlich verschiedenen Koordinatensystemen kommt es zu
speziellen Entartungserscheinungen.

In der Quantenmechanik 148t sich im Falle einer potentiellen Energie, die nicht explizit
von der Zeit abhingt, die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung durch den Ansatz

U(r,t) =o(r) (1)
ebenfalls separieren, und es ergibt sich
ft)y=ewFr.

Dabei gilt fiir ¢)(7) die zeitunabhiingige Schrodinger-Gleichung

H(r,V)yp=Ey,
die durch Einsetzen der expliziten Form von H die Gestalt
h?
— 5 — VY +V(rt)p=Ey
2mg

annimmt. Es handelt sich also um eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
in drei Variablen ¢, g2, g3, deren konkrete Losung in der Regel nur moglich ist, wenn sie
durch den Ansatz

Y(q1,92,q3) = ¥1(q1) P2(g2) ¥3(gs)

in drei gewOhnliche Differentialgleichungen in jeweils einer der drei Variablen separiert wer-
den kann. Thr allgemeines Integral hingt dann von drei Integrationskonstanten «aq, as, ag
ab:

E(ai,a2,a3)t

U =(q1,92,q3, 1, 000, 3) € &

Eine solche Wellenfunktion beschreibt einen einzelnen Zustand. Wenn das zugehorige
klassische System in einem bestimmten Koordinatensystem separabel ist, gilt das auch
fiir sein quantenmechanisches Analogon.

a) Separation in kartesischen Koordinaten

Wenn die potentielle Energie nur von einer der Koordinaten, beispielsweise von z, abhéngt,
lautet die zeitunabhéingige Schrédinger-Gleichung
%Y 0% 0% 2mg
oz?  Oy? 022 h?

[E-V()]¢=0.

Ein Beispiel dafiir ist die Bewegung in einem homogenen Kraftfeld mit V(z) = F z. Mit
dem Separationsansatz

P(z,y,2) = X(2) Y (y) Z(2)
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ergibt sich nach Kiirzen mit ¢ (z,y, z) und Umformung

19X 1 82Y+ 1 90°Z 2m0
X 022 Y 0y Z (9;:2

[E-V(2)] .

Die linke Seite dieser Gleichung héingt nur z, die rechte dagegen nur von y und z ab, beide

miissen daher derselben Konstanten A = —2mgE, /h? gleich sein, und es folgt
9?X | 2myg
— E,X=0.
0z o h?
Ebenso ergibt sich mit einer weiteren Separationskonstanten B = —2ngy/h2
62 2mg
E,Y =0
8y2 2

und mit der Abkiirzung £, = F — E, — E,

BQZ 2m0

St B -V()]Z=0.

Die beiden ersten Gleichungen beschreiben jeweils die eindimensionale Bewegung eines
freien Teilchen in z- und y-Richtung, die dritte eine Bewegung in z-Richtung im Potenti-
alfeld V(z).

b) Separation in Kugelkoordinaten

Die Umrechnung des Laplace-Operators auf Kugelkoordinaten liefert

, 02 20 171 0,. 0y 1 0
vi= [59 79 (10 35)

g 4,29, - R T
8r2+7“8’r+r sing 99 \" By +sin219 Dp?

Fiir ein Zentralfeld, bei dem die potentielle Energie nur von r abhingt, ergibt sich als
zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung

(92_¢+231/) i[ 1 6¢(179¢> 1 821/)] 2m0
or2 7 or  r? lsing 90 09 sin?9 Op?

[E-V(r)]d=0.

Mit dem Separationsansatz

P(r,0,9) = R(r) Y (d, ) = R(r) ©(9) ()

entsteht nach Kiirzen mit ¢ und Umformung

2 d’R 2dR 2 1 1 0 )% 1 9%y
%{W—i_;dr mO[E vir )]R}z__{sm'ﬂﬁ(smﬂ_) ma—sﬂ}

a9
Hier hingt die linke Seite nur von r, die rechte nur von den Winkeln ¢ und ¢ ab, beide
miissen daher wieder derselben Konstanten — A gleich sein. Die Differentialgleichung fiir
den Winkelanteil Y ist dann
1 0 ( 8Y) 1 0%

92
sin® ¥ sin sin?9 9p?

AY =
50 + 0.

Die weitere Zerlegung von Y (9, ) in ©(9) und ®(yp) fithrt zu

sin219{ 1 6( 6@)

o g g\07 59
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Die linke Seite dieser Gleichung hingt nur von ¢, die rechte nur von ¢ ab, beide miissen
also derselben Konstanten — p? gleich sein. Daraus folgt fiir ®(¢) die Differentialgleichung

2’
— d=0.
8¢2+M

Eine Randbedingung ergibt sich daraus, dal ®(¢) wegen seiner Eindeutigkeit periodisch
in ¢ sein muf (eigentlich nur |®(¢p)|, aber siehe Diskussion bei Bransden-Joachain):

D(p +2m) = B(p) ,
daraus folgt als Losung der Differentialgleichung
D, (p) =A™ | m=0,£1,£2,... .

Die Normierung wird so festgelegt, daf}

2
/@;‘n Spdp=0bmm — A=2n)7 V2,
0

Mit der Separationskonstanten —m? ergibt sich als Differentialgleichung fiir ©

62—®+c0t196—@+(>\— m®
092 oY sin29y

)6 =0,

oder mit dem neuen Variablen u = cos?

d?e doe B m?
1—u?

)0 =0.

Diese Gleichung ist singulér bei u = £1. Sie besitzt zwei Fundamentallgsungen, von denen
fiir beliebige A die eine bei u = +1 (¢ = 0) und die andere bei u = —1 (¢ = =) singulir
ist. Eine iiberall regulire Losung existiert nur fiir diskrete A, namlich

A=I(l+1) , 1=01,2,....

In diesem Fall entartet ©(u) zu einem Polynom, dem zugeordneten (“associate”) Legendre
Polynom:
O(u) = A" (u) ,

das fiir m > 0 mit dem gewohnlichen (“ordinary”) Legendre-Polynom P;(u) auf die fol-
gende Weise zusammenhingt:

m m dm
P () = (1= )™/ 2 )

P,(u) ist dabei definiert durch die Formel von Rodrigues

1 d
Die ersten drei dieser Polynome sind
Po(u)=1 , Piu)=u , Pu) =%(3u2 —1).
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Die Definition der zugeordneten Polynome wird fiir m < 0 erweitert durch

(I+m)! __

B (u) = (=1)™ mpl " (u) .

Das Orthonormierungsintegral fiir zwei dieser Polynome ist

+1

7 |
[ P PP ) o = b o S
1

2041 (I = |m|)! -

Damit ist die normierte Losung der 9-Gleichung mit der Phasenkonvention von Condon-
Shortley

(20 + 1) (I + |m))!y1/2
i (- \m|)!]

Durch Hinzufiigung von ®(p) wird der Winkelanteil der Wellenfunktion

O = (—1)tmHmD/2 [ Pl‘m‘(cos 9) .

20+ 1) (I + \m|)!]1/2

lem(ﬂ,‘p) = (_1)(m+\m\)/2 |:( An (l — ‘m|)|

Pl‘m‘(cos 9) e™? .
Die Y}, (¢, ¢), manchmal auch Y, geschrieben, werden als Kugelfunktionen (“spherical

harmonics”) bezeichnet, statt ihrer werden in neuerer Zeit hiufig die sogenannten Racah-

Tensoren verwendet: A
T

21+1

CW(, ) = ( )1/2 Yim (9, ¢) -

Aus der Definition der P/ folgt |m| <.

Die ersten vier Kugelfunktionen sind

1
lZOZ Yoo(lg,cp) =+E
I=1: Y} ,(9,¢) = — 8i sind et*¥

| e

b
Yo (9, ¢) = + 1 cos ¥
\V 4m
1 3 . —1p
Yo (9,¢) = + 8 sinde .
b

Wie in der klassischen Mechanik haben auch in der Quantenmechanik die bei der Sepa-
ration auftretenden Konstanten eine physikalische Bedeutung, sie sind die Werte von Be-
wegungsintegralen, also von dynamischen Groflen bzw. Observablen, die bei der zeitlichen
Entwicklung des Systems erhalten bleiben. Die letzte der bei der Separation auftretenden
Teilgleichungen kann geschrieben als

—zha—q) =mh®(p) ,

d¢

oder, unter Benutzung der Darstellung der z-Komponente des Drehimpulses,

A

®(¢p) ist also eine Eigenfunktion von L, zum Eigenwert mh. Da dieser Operator nur
auf die Variable ¢ wirkt, gilt das gleiche auch fiir Y}, (9, ), fiir ¥ (r,d, ¢) und fiir die
Wellenfunktion ¥(r, 9, ¢, t). Diese beschreibt also einen Zustand, der Eigenzustand der mit
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H kommutierenden Observablen L, ist. Man bezeichnet mn daher manchmal als Richtungs-
(Projektions-) Quantenzahl, hiufiger jedoch wegen seiner Bedeutung beim Zeeman-Effekt
als magnetische Quantenzahl (“magnetic quantum number”).

Auf entsprechende Weise 1483t sich die Teilgleichung fiir Y schreiben als

1 0 o 1 02
— R [sim? 19( )

9 — 9 _ 72 _ 2
Slnﬁaﬁ sin219 (9(p2]Ylm_L Ylm—l(l‘l'l)h Ylm )

Yim (¥, ¢) und damit auch wieder 9 (r, 9, ¢) und ¥(r, 9, ¢, t) sind also Eigenfunktionen der
mit H kommutierenden Observablen L? zum Eigenwert [(I+ 1)A2. Man nennt [ die Neben-
quantenzahl (“azimuthal quantum number”). Die drei Observablen H , L2, L, bilden also
einen C.S.C.O. und ihre gemeinsamen Eigenvektoren |E'[m) eine Basis des Zustandsrau-
mes.

Mit der Abkiirzung P(r) = r R(r) wird die verbleibende Teilgleichung fiir den Radialanteil
R(r)
d*P  2my
P
dr h
Sie hat die Gestalt der Schrédinger-Gleichung fiir die eindimensionale Bewegung eines
Teilchens mit der Masse my in einem Potentialfeld V. (r), das gegeben ist durch

2
[E-#%#?—vmnum.

I(I + 1)h?

Ve(r) =V (r)+ T

Es unterscheidet sich von V(r), wie bei dem entsprechenden Problem in der klassischen
Mechanik, um das Zentrifugalpotential L2/2mgr?, wobei L der (Eigen-) Wert des Drehim-
pulses ist. Auch ohne explizite Kenntnis von V (r) lassen sich Aussagen iiber das Verhalten
von P(r) machen. Fiir kleine r iiberwiegt das Zentrifugalpotential, daher ist niherungs-
weise
?P 1l +1)
dr?2 - r2
Diese lineare Differentialgleichung hat zwei Fundamentallésungen, die sich fiir kleine r
folgendermaflen verhalten:

P=0.

P,(r)y~ Ar*t | Py(r)x~Br7t.

Die zweite ist bei r = 0 singulér, daher kommt wegen der Normierbarkeit der Wellenfunk-
tion nur die erste in Frage. Andererseits ist fiir grofie r fiir im unendlichen beschrinkte

V(r) mit der Abkiirzung k> = —2mgE/h? niherungsweise
P,
W +x“P=0.

Zwei Fundamentallésungen sind jetzt
P.(r)=Ce™" |, Pyr)=De " .

Hier kommt wegen der Normierbarkeit der Wellenfunktion nur Py(r) in Betracht. Macht
man daher den Ansatz

P(r)=r"*te™ f(r)
so ergibt sich fiir die Funktion f(r), die iiberall bechriankt bleiben muf}

d’f [2l +2 ] ﬁ B [QZ(Z-I- 1) n 2my

proi R . 2

g v(r)| f=0.
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Das Normierungsintegral wird gegeben durch

o

/R2(r) r? dr = 0/P2(r) dr=1.

0

Durch Potenzreihenentwicklung von f(r) kann man aber zeigen, daff diese Funktion im
allgemeinen fiir grofe r wie " anwichst. Die Wellenfunktion t(r,, ¢) ist daher nur
normierbar, wenn diese Potenzreihe abbricht und zu einem Polynom wird. Das ist nur fir
eine Reihe diskreter Werte von x bzw. E der Fall, die Zusatzbedingung der Normierbarkeit
fithrt also zur Quantelung der Energie.

Den Grad n, dieses Polynoms nennt man die radiale Quantenzahl. Sie stimmt {iberein
mit der Anzahl der Nullstellen von P(r) im Intervall (0,00). Man kann dann einen
Radialoperator fr (, Nullstellenabzéhloperator“) definieren, dessen Eigenwerte die n,
sind. Er kommutiert sowohl mit dem Hamiltonoperator, als auch mit L2 und ﬁz, bildet
also mit den letzteren beiden einen C.S.C.O., dessen gemeinsame Eigenvektoren |n, [ m)
den Zustandsraum aufspannen. Da ein Zustand durch die Eigenwerte n,, [, m festgelegt
ist, muf} sich der Eigenwert der Energie durch die ausdriicken lassen: E(n,,l,m). Die
Radialgleichung fiir f(r) hingt aber nicht von der Quantenzahl m ab und damit auch
nicht ihre Eigenwerte  bzw. E: E(n,,[). Diese (2] + 1)-fache m-Entartung ist eine Folge
der Kugelsymmetrie des Potentials V(r), sie wird daher auch als Richtungsentartung
bezeichnet.

¢) Harmonischer Oszillator

Entsprechend den Uberlegungen beim eindimensionalen harmonischen Oszillator fiihrt die
Reihenentwicklung eines beliebigen Potentials V' (r) um eine Ruhelage ro herum, wobei
ohne Beschriankung der Allgemeinheit 7o = 0 und V(rg) = 0 gesetzt werden kann, in der
niedrigsten Ordnung zu

Vir)=V(z,y,2) = %( §x2+w§y2+w222) )

Separation in kartesischen Koordinaten

Die zugehorige zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung lautet

mo
[E—T(w§x2+w2y2+wzz2)]¢:0.

0%y 0% 62¢+2m0
ox?  0Oy? 022 h?

Sie 148t sich durch den Ansatz
P(z,y,2) = X(2) Y (y) Z(2)
separieren und ergibt die drei Teilgleichungen

d?’X  2myg

mow
@z Tz P w X =0
’Y  2mg mowy
dy2+ 72 [Ey_ 9 ylY =0

d’Z  2my mow?
E _ Z
PR [ 2




mit den beiden Separationskonstanten 2ngI/h2 und QmUEy/h2 und der Abkiirzung
E, = F - E, — E,. Jede dieser drei Gleichungen hat die Form der zeitunabhéngigen
Schrodingergleichung fiir einen eindimensionalen harmonischen Oszillator. Der Eigenwert
der Energie ist fiir die erste

Ey = hwg (ng + 1)

und die zugehorige Wellenfunktion

X(z) = [W%W(m;:x)]lﬂ exp ( _ m;:m mQ) Hn( m(});)x x) ’

die entsprechenden Groéfen fiir die beiden anderen Gleichungen folgen daraus durch zykli-
sche Permutation von xz,y, z. 1(z,y, z) ist eine gemeinsame Eigenfunktion der drei Ope-
ratoren (C.S.C.0.) I:L,;, ﬁy, H, zu den Eigenwerten E, Fy, E,, der Eigenwert der Energie
E = E,+ E,+ E, ist nicht-entartet, solange keine zwei der Frequenzen w,, wy, w, in einem
rationalen Verhiltnis stehen.

Im Sonderfall des isotropen (sphérischen) Oszillators mit
Wy = Wy = W, = W
kann man eine Hauptquantenzahl n definieren durch
n="mng+ny+n,,
dann héngen die Eigenwerte der Energie nur von n ab:
E,=hw(ng +ny+n,+32)=hw(n+32).

Fiir gegebenes n entspricht jede Partition in ng,ny,n, dem gleichen Energiewert, dieser
ist also entartet, und der Entartungsgrad ist

(n+1)(n+2)
gn = 9 .
Fiir n = 1 sind die méglichen Partitionen (ng,ny,n.) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1). Sie gehdren
alle zum Eigenwert E1 = Shw, die zugehérigen Eigenvektoren [100),]010),[001) spannen
daher einen dreidimensionalen Unterraum des Zustandsraumes auf. Die Auswahl der Basis
ist allerdings nicht eindeutig, eine weitere wird durch
1 1

V2 V2

gegeben. Die beiden gehen auseinander durch eine unitire Transformation hervor.

(J100)+¢]010)), — (J]100) —2]010)), [001)

Separation in Kugelkoordinaten

Im Fall des isotropen Oszillators kann man die potentielle Energie aber auch schreiben als

Die zeitunabhéngige Schriodinger-Gleichung 148t sich daher auch in Kugelkoordinaten se-
parieren mit dem Ansatz

1
¢(T7 197 (70) = ; P(T) lem(ﬁa (P) :
Fiir den Radialanteil ergibt sich dann mit den Abkiirzungen

2moE mow FE
k2 = A= —
h2 3 i 3
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die Differentialgleichung (radiale Schrédinger-Gleichung)
P 5 - I(1+1)
dr? 272

Macht man dhnlich wie oben den Ansatz

~ N P=0.

P(r) = rit! 3

f(r)

und substituiert r durch die neue Variable u = Ar2, so ergibt sich fiir f(u) die Differenti-

algleichung
df df
UW‘F[(H‘%)_U]%_[%(H‘%)—%MUZU-
Das ist wieder eine Kummer-Laplace-Gleichung. Sie hat zwei Fundamentallésungen, von
denen die eine zu einem bei r = 0 singulédren f(r) fithrt und deshalb nicht Bestandteil der

Wellenfunktion sein kann, die bei r = 0 regulire ist
fr) = 1P+ § = msl+ 5 Ar7)

Fiir beliebige p bzw. E folgt aus ihrer Reihenentwicklung, daf§ sie sich fiir grofle r wie
exp Ar? verhilt und daher nicht normierbar ist. Wenn aber gilt:

l+3—-p=-2n, , n,=0,1,2,...,
bricht die Potenzreihe ab und entartet zu einem Polynom vom Grade n,.

Es handelt sich in diesem Fall um ein verallgemeinertes Laguerre-Polynom (,mathematische®
Definition):
’Ilr! F(l + §) +1 .
Fi(—ny;l §;A2=72Pn2)\2.
Fi(=nr 4 55207 T +1+14) ™ ()
Fiir die Energie £ = hw p folgt aus der Abbruchbedingung und der Definition der Haupt-
quantenzahl n = 2n, +

E,=hw 2n, +14+3)=hw(n+32)

in Ubereinstimmung mit dem obigen Ergebnis. Die Entartung von FE, ist von zweierlei
Natur. Zunichst erhédlt man, wie bei jedem Zentralpotential, fiir ein gegebenes [ die (21+1)-
fache m-Entartung. Zusétzlich gehdren aber zu einem gegebenen n verschiedene n, und
damit auch verschiedene [ = n — 2n,, diese Entartung wird als ,zufillig“ (“accidental”)
bezeichnet. Der gesamte Entartungsgrad ist wieder (n + 1)(n + 2)/2. Die Ursache der
zufilligen Entartung ist, wie in der klassischen Mechanik, die Moglichkeit der Separation
in zwei wesentlich verschiedenen Koordinatensystemen.

Fiir n = 1 gibt es nur die Méglichkeit n, = 0,1 = 1, dazu gehoren die drei Werte m =
+1,0,—1. Wegen n, =0 ist f(r) = 1, und die Wellenfunktion hat die Gestalt

_ _mow
1/)(7,719750) - NT‘ EXp( 2h

r?) Yim (9, 9) .

Die Normierungskonstante N folgt aus

[e%e} [o%e}

. . 5/2
/RZ(T)TZdr:NQ/r4eXP(—mhowr2)dr:1 — N:%(mhow) .

0 0

Fiir beliebige n, und [ ist sie

= [Tl;(in[;(%l- :_4-%)2])2] 1/2 (mhow>l+3/2 |
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d) Coulomb-Problem

Das, historisch gesehen, wichtigste Anwendungsbeispiel fiir die klassische Mechanik, das
ihre Entwicklung wesentlich beeinflufit hat, ist das Kepler-Problem der Bewegung eines
Planeten im Gravitationsfeld der Sonne. Von gleicher Bedeutung ist fiir die Quantenme-
chanik das analoge Coulomb-Problem der Bewegung eines Elektrons im Coulombfeld eines
Z-fach geladenen Atomkerns. In beiden Fillen kann wegen seiner grofien Masse der Zen-
tralkorper in guter Nidherung als unbeweglich angesehen werden. Das Problem reduziert
sich dann auf das der Bewegung eines Massenpunktes in einem Zentralfeld, das proportio-
nal zu 1/r ist. Im Fall des Elektrons gilt

2
_Zeg

Vir) = - =

Separation in Kugelkoordinaten

Die zugehérige zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung 148t sich in Kugelkoordinaten
durch den Ansatz

Y0, 0,) = P(r) Yin(9. 0)

separieren, dabei gilt fiir den Radialanteil die Differentialgleichung

er
dr?

I(1+1)  2Zmge?

2
[=r" - r2 K2r2

mit der Abkiirzung k% = —2moE/h?. Wie frither folgt mit dem Produktansatz
P(r)=rtte s f(r)
und dem Wechsel zur Variablen u = 2kr fiir f(u) die Gleichung

q
+(2l+2—u)£—(l+l—

d2f

Zmoel
w—
du?

K2k

)f=0.

Mit den Abkiirzungen a = [+ 1— Zmge/h?k und b = 2142 entsteht die Kummer-Laplace-
Gleichung

d? d
ud—u‘z—i-(b—u)é—afzo

mit der bei u = 0 reguldren Losung
f(u) = 1Fi(a;b;u) ,
der (nicht-normierte) Radialanteil der Wellenfunktion ist daher

Zm
h?

2
P(r)=rHte " Bi(1+1— 0% 20+ 2;2k7) .
K
Fiir groBe r verhilt sich aber f(r) wie e**". P(r) und damit ¢(r) sind daher nur normier-
bar, wenn die Potenzreihe fiir die konfluente hypergeometrische Funktion abbricht und zu
einem Polynom wird, es muf} also sein

Zmoed
h’k

a=1+1- =—-n, , n,=0,1,2,....

Die Randbedingung der Normierbarkeit fiithrt also zur Quantelung von sk und damit
der Energie E = h?k?/2mg. Da die Wellenfunktion eine gemeinsame Eigenfunktion des
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C.S.C.0O. aus den drei Observablen fr,I:Q,f/Z zu den Eigenwerten n,,l(l + 1)h%, mh ist,
muf} sich der Eigenwert der Energie durch diese drei Quantenzahlen ausdriicken lassen:

Z%my ef 1

E(ny,l,m) = — :
(e, L,m) 2h  (n, +1+1)2

Wie fiir jedes Radialfeld ist er wegen der Kugelsymmetrie des Systems unabhéngig von
m (Richtungsentartung), er hingt aber aulerdem von n, und [ nur in der Kombination
n, + [+ 1 ab. Definiert man also die Hauptquantenzahl n durch

n=n,+10+1
so hingt die Energie eines Zustandes nur noch von seiner Hauptquantenzahl ab:

Z*mged 1
Bei gegebenem n ist sie unabhéngig von [ (I-Entartung). Wie beim sphérischen Oszillator
tritt also auch beim Coulomb-Problem eine ,zufillige* Entartung (“accidental degene-
racy”) auf, die im Gegensatz zur m-Entartung nicht auf eine unmittelbar ersichtliche

Symmetrie des Systems zuriickzufiihren ist. Der Entartungsgrad fiir ein gegebenes n ist

n—1

gn:Z(2l+1):n2.
=0

Im folgenden werden die Zusténde dieses Systems durch die drei Quantenzahlen n,l, m
gekennzeichnet. Der zugehorige C.S.C.O. besteht aus den Observablen H,L2 L,, seine
Eigenwerte sind
Z2mg 661 1
2h*  n?
Es ist aber zu beachten, dafl die Hauptquantenzahl n nur eine abgeleitete Grofie ohne
unmittelbare Bedeutung ist. Sie 148t sich mit der obigen Beziehung fiir beliebige Radial-
felder definieren, liefert dann aber nicht mehr die Eigenwerte der Energie. (Beim isotropen
harmonischen Oszillator wird ebenfalls eine Hauptquantenzahl n mit direkter Beziehung
zu den Eigenwerten der Energie definiert, die aber von der hier verwendeten verschieden
ist.) Bei einem beliebigen Zentralfeld (zum Beispiel niherungsweise fiir ein Alkali-Atom)
gilt

, lI+1DR? , mh.

E = E(ny,1) = E(n,1) ,

dort ist die [-Entartung also aufgehoben, wihrend die m-Entartung bestehen bleibt. Fiir
ein solches Einelektronensystem stellt man {iblicherweise die Energie-Eigenwerte in einem
sogenannten Grotrian-Diagramm dar. Dabei werden alle Eigenwerte, die zum gleichen !
gehoren, in Form einer Leiter aufgetragen, deren Sprossen durch die Hauptquantenzahl nu-
meriert werden, wihrend die Leitern fiir verschiedene [ nebeneinander angeordnet sind. Fiir
ein reines Coulombfeld (wasserstoffihnliche Systeme) sind die Sprossen mit gleichem n we-
gen der [-Entartung auf gleicher Hohe. Statt der Nebenquantenzahl wird aus historischen
Griinden oft eine Kodierung durch Buchstaben gewéhlt: [ = 0,1,2,3,... = s,p,d, f,....
Alle Zusténde (“state”), die sich nur in der Quantenzahl m und damit nicht in der Energie
unterscheiden, werden zu einem Energieniveau (“level”) zusammengefafit.

Mit der Abkiirzung ag = h?/mg e} (Bohr-Radius) lassen sich die Eigenwerte von x und F

schreiben als -
Z Z%e5 1
kp=— — FE,=-— 0 — -
7 ag 209 n




Héufig werden sogenannte atomare Einheiten (“atomic units”, a.u.) benutzt, in denen
eg = mo = h = 1 ist. Die atomare Energieeinheit ist dann e2 /2a¢ und wird als ein Hartree
bezeichnet, doch ist daneben auch die Hélfte davon, ein Rydberg, in Gebrauch, da sie mit
der Tonisierungsenergie des Wasserstoffatoms iibereinstimmt.

Fiir den Radialanteil der Wellenfunktion ergibt sich dann

27r

I+1
) o~ Zr/nag 1Fi(l+1—=mn;20+2;2Zr/n) .
nag

Pnl(,r) :N(

Die Normierungskonstante N folgt aus der Bedingung

1 | Z(n +1)! }1/2.

P(r)dr =1 N =
0/ (r) dr - (21 +1)! Lagn?(n —1 —1)!

Héufig wird statt der konfluenten hypergeometrischen Funktion ein Laguerre-Polynom
verwendet, das definiert ist durch (“physikalische* Definition)

!2
g) 1B (p—gp+ 1)

Labw) = (=17 pl(q —p)!

Der Radialanteil nimmt dann die Form

Pnl('r) =N (%

1z 2+1
nao) e=7r/nao L2 2Zr [nag)

an, wobei fiir den gefinderten Normierungsfaktor N gilt

o [ Zn—=1-1)q1/2
V= e o)

Fiir den Grundzustand des Wasserstoffatoms (Z =1, n=1, =0 — m = 0) gilt

E100 = — e§/2ao s ’(l)loo(’l‘) = aa3/2 2 e—r/ao (47’!’)_1/2

2
= WUig(r,t) = (71’(13)_1/2 e /a0 grten/2hao

Die Wellenfunktionen t),;,,(r) beschreiben gemeinsame Eigenzustinde des C.S.C.O.
H, I:Q,[A/z, in denen die Observablen 7 und p keine wohldefinierten Werte haben. Das
gleiche gilt dann auch fiir die kinetische und potentielle Energie T und V sowie fiir die
Potenzen von 7. Mit Hilfe der Wellenfunktion lassen sich die Erwartungswerte (r) und
(r=1) einfach berechnen:

VA
ag n?

n?
) = a0y =Dy ey -

# ()7
Daraus ergibt sich sofort der Erwartungswert der potentiellen Energie:

ZQ 2
(V) =—2e} (1! = -1

und aus der Definition der Gesamtenergie wegen (F) = E,

2 2
YA

(T) = (H) = (V) = Ba = (V) =450,

es ist also (V) = —2 (T) (Virialsatz).
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Separation in parabolischen Koordinaten

Die Ursache fiir das Auftreten der [-Entartung beim Coulomb-Problem liegt in der
Moglichkeit der Separation der Schrodinger-Gleichung in einem zweiten wesentlich ver-
schiedenen Koordinatensystem, ndmlich in parabolischen Koordinaten. Sie lassen sich mit
Hilfe der Kugelkoordinaten definieren durch

E=r(l—cosd) , n=r(l4+cos?d) , g=¢.

In diesem Koordinatensystem nimmt der Laplace-Operator die Gestalt
4 [ o, 0 o, 0 } 1 02

— | — (=) + —(n— — =0
£+ 36(536) 377(77377) &n 0p?

an. Die zeitunabhéngige Schrédingergleichung lautet dann

4 { a . 0 a, o } 1 0%  2my 272
— ¢t )t = (F =0
e 0e% o) T o)) Teag T P ey
Mit der Abkiirzung x? = —2mgyE/h? und dem Separationsansatz

P(&sm,0) = F(§) G(n) (y)

erhalt man auf die iibliche Weise durch Einfithren der Separationskonstanten i und m
zunichst wieder die Gleichung

mit den normierten Losungen

(I)m((p) = \/%—ﬂ_a

Fiir F(¢) und G(n) ergeben sich mit fo = Z/ay — 51 die Differentialgleichungen

e . o m=0,+1,+£2,... .

d  dF K> m?

d_g(fd_g) [_T_E+ﬁl]F_0
d , dG k2n  m? B
) T Ty PRGSO

Sie haben die bei £ = 0 bzw. n = 0 regulédren Losungsfunktionen

F(&) = AE™P2 exp(—k€/2) 1 Fy (A (|m| + 1) = Bik;|m| + 1; 5 €)
G(n) = Bn™ 2 exp(—rn/2) 1 Fi(L(|m| + 1) — Bar; [m| + 15 617) .

N[

NI

Damit die Wellenfunktion normierbar ist, miissen die konfluenten hypergeometrischen
Funktionen sich auf Polynome reduzieren, es muf} also sein

(Im|4+1) = pik = —n1 , n1=0,1,2,...
(lm[4+1) = ok = —mz , n2=0,1,2,... .

1
2
1
2

n1 und n9 heiflen parabolische (wegen ihrer Bedeutung fiir den Starkeffekt manchmal auch
selektrische®) Quantenzahlen. Durch Addition dieser beiden Gleichungen und Auflésen
nach k bzw. E ergeben sich die Eigenwerte der Energie

Z%mg ef 1
282 (ny +mne+|m|+1)2°

E(ny,ng,m) = —
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Sie héngen nicht von n1,no, m einzeln, sondern nur von der Kombination
n=mn;+ng+ |m|+1
ab. Definiert man weiter eine Quantenzahk k& durch
k=mny—ng,

so kann man statt des vollstindigen Satzes von Quantenzahlen ni,no, m auch den Satz
n, k, m verwenden. Der letztere besteht aus den Eigenwerten von drei miteinander kommu-
tierenden Operatoren H , A, ﬁz, wobei die physikalische Bedeutung von A im wesentlichen
die der z-Komponente des Laplace-Runge-Lenz-Vektors ist. Fiir gegebenes n kann man
wieder durch Abzéhlen aller méglichen Kombinationen von nq, no, m zeigen, dafl der Ent-
artungsgrad des zugehérigen Eigenwerts der Energie n? ist.

Das Normierungsintegral fiir gebundene Zustande:
2 2 €+mn)
00

ergibt schliellich als Normierungskonstante

AB 1 (n1 + |m|)!(n2 + |m|)!
Vor  nmt2(|mll)? nilna!w '

Mitbewegung des Atomkerns

Bisher wurde bei der Behandlung des Coulomb-Problems davon ausgegangen, dafl die
Masse des Atomkerns, im Falle des Wasserstoffatoms also die des Protons, die des Elek-
trons in einem solchen Mafle iiberwiegt, dal von seiner Mitbewegung abgesehen werden
kann. Das Problem reduziert sich damit auf das der Bewegung eines elektrisch geladenen
Massenpunktes in einem dufleren elektrostatischen Feld. Macht man diese Annahme nicht,
so handelt es sich um das quantenmechanische Gegenstiick des klassischen Zweikérperpro-
blems, nimlich die Bewegung eines abgeschlossenen Systems aus zwei Massenpunkten mit
den Massen my, (Kern) und mg (Elektron), deren Wechselwirkung nur von ihrem Abstand
r abhingt. Speziell fiir den Fall der Coulombwechselwirkung ist

2
_Zey

Vi) =-=

Die Zahl der Freiheitsgrade des Systems betrdgt dann s = 6, und in der Ortsdarstellung
werden seine Zustinde beschrieben durch Wellenfunktionen, die von den sechs Kordina-
ten r,, 7. abhingen. Die Wahrscheinlichkeit, es in einem Zustand anzutreffen, bei dem
der Kern in einem Volumenelement d®r,, um 7, und das Elektron in d®*r, um r. herum
lokalisiert sind, ist dann

U (P, 7o, t) ]2 d3ry, d3r, .

Der Hamiltonoperator setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie 7, der Bewe-
gung des Kerns, der entsprechenden 7, des Elektrons und der potentiellen Energie V' der
Wechselwirkung:
H=T,+T.+V.
In der Ortsdarstellung lautet dann die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung
2 -
Vn,([)_ 2—ve’lﬂ+V("”n - re‘)d) :E,([) )

mo

h?
2my,
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dabei ist V% der Laplace-Operator beziiglich der Koordinaten des Teilchens k:

0? 0? 0?
Vi=s5+5+775-
ory Oy 0z
Wie in der klassischen Mechanik 148t sich das System durch die Transformation auf
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten formal in zwei unabhéngige Teilsysteme zerlegen.
Setzt man m m
R=—" p,+—2 r , T=Tp— T,
My + Mo n My + Mo 0 n e

so nimmt mit den Abkiirzungen M (Gesamtmasse) und m,. (reduzierte Masse), definiert
durch

1
M=mp+mg , —=—+—,
die Schrédinger-Gleichung die Form

h?
——V P —

FY V() =Eq
an. Mit dem Separationsansatz (R, r) = 9, (R) 1p(r) folgt in der iiblichen Weise

—h—g—vqﬁ ~-E= U iv2¢+V()
oM g T T T T 2m gy T B

Dabei ist Ep eine Separationskonstante. Setzt man noch zur Abkiirzung £, = FE — Ej, so
ergeben sich die beiden Gleichungen

h?
2MvR¢a Ea'¢a
2
=5 Vet H V() = Epthy .
e

Von ihnen beschreibt die erste die freie Bewegung des Massenmittelpunktes, die zweite die
Bewegung eines fiktiven Massenpunktes mit der Masse m, im Zentralfeld V (r). Beide Teil-
probleme sind schon frither behandelt worden. Im Sonderfall der Coulomb-Wechselwirkung
folgt fiir die Eigenwerte der Energie bei gebundenen Zusténden

Z?meed 1
2h2 n2

B, =—

Sie unterscheiden sich von denen fiir System mit einem unendlich schweren Kern nur um

den Faktor
me L

mg - 14+ mo/my

was beim Vergleich von leichtem und schwerem Wasserstoff zur Isotopie- Verschiebung der
Spektrallinien fiithrt.

e) Freies Teilchen

Dieses Problem ist schon friither mit Hilfe kartesischer Koordinaten behandelt worden und
ergab als Losungen der zeitunabhingigen Schrodinger-Gleichung ebene Wellen

D(z,y, 2) = (2m) 32 glkazthyytks2)
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mit dem Wellenvektor k = (ky, ky, k.) und der Energie

h? h’k?
E=—(ki+k +k2) =
2myg
Andererseits 148t sich diese Gleichung wegen V' (r) = 0 auch in Kugelkoordinaten separie-

ren:

2m0 '

P(r,9,0) = R(r) Yim (¥, ) ,
was hdufig der Symmetrie der Aufgabenstellung (zum Beispiel Streuprobleme) besser an-
gepaft ist. Der Radialanteil R(r) erfiillt dann die Differentialgleichung
cFR_%2dR_+2wm (14 1)h?
dr? = r dr h? 2mor?
Mit der dimensionslosen Variablen z = kr wird daraus die Differentialgleichung der sphéri-
schen Besselfunktionen:

£ - |r=0.

&R _dR I(+1)
9 270 _ —
d2+ dm—i—[x . JR=0

mit den beiden Fundamentallsungen (sphérische Bessel- und Neumannfunktion)
Ro(z) = ji(z) , Ry(z) =m(z)

oder den daraus durch Linearkombination hervorgehenden sphérischen Hankelfunktionen

n (@) = i) vam(z) L B () = gix)iom (@) .

Diese Funktionen lassen sich in geschlossener Form durch trigonometrische bzw. Exponen-
tialfunktionen darstellen, zum Beispiel ist

. “+ix —1T
, sinz CoS T (1) e 2) e
o) =+ 22 () = =5 o w0 = - hPe) =+ S

Thren Namen haben sie daher, dafl mit dem Ansatz

m
Riz) =\ o= 1)
x
fiir f(z) die Besselsche Differentialgleichung
a2
af . df 1/21 ¢ _
d2+ dx+[ -(+H71f=0

mit den Losungen JHI/Q((E),NHI/Q(Q:),Hl(i)l/Q(x),Hl(i)lﬂ(zp) entsteht. Fiir diese Funktio-
nen findet sich eine Fiille von Rekursionsformeln, Reihen- und asymptotischen Entwicklun-
gen usw. in den meisten Lehrbiichern der Quantenmechanik und bei Abramowitz-Stegun.

Waihrend die Basis-Funktionen in kartesischen Koordinaten durch durch drei kontinuier-
liche Quantenzahlen k,,k,, k, festgelegt werden, handelt es sich bei den entsprechenden
Funktionen in Kugelkoordinaten um eine kontinuierliche und zwei diskrete Quantenzahlen
k,l.m. Es besteht die Beziehunmg

) 2 expluk ) = 2 30 3 () Vi 0 ) Vim0 )
=0 m=-1
die auch als die Entwicklung einer ebenen Welle nach Kugelwellen bezeichnet wird. Da-
bei sind 9 und ¢ die Richtungswinkel des Wellenvektors k = (k, ¥, ¢r). Ihr wichtig-
stes Anwendungsgebiet finden diese Wellenfunktionen bei der Betrachtung von Stof}- und
Streuproblemen.
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KAPITEL 5: SYMMETRIEN UND QUANTENZAHLEN

Bei Transformationen eines quantenmechanischen Systems wie Verschiebungen Drehun-
gen, Vertauschung zweier identischer Teilchen, Raum-, Zeit- und Ladungsspiegelung
dndern sich in der Regel seine Zustinde und Observablen, es werden also unitire Trans-
formationen im Zustandsraum induziert:

Wy =Ulp) , A =UAU".

In bestimmten Féllen wie Verschiebungen und Drehungen kann man diese Transformatio-
nen auf zwei Weisen deuten, nimlich entweder als Anderung der Zustiinde bei festgehal-
tener Basis (aktiver Standpunkt), oder als inverse Anderung der Basis bei unveréinderten
Zustinden. Da diese zweite Deutung in manchen Fillen (rdumliche und Ladungsspiege-
lung) nicht moglich ist, wird hier im folgenden stets der aktive Standpunkt eingenommen.

Wenn bei einer solchen Transformation der Hamiltonoperator des Systems invariant ist,
nennt man sie eine Symmetrieoperation. Die Symmetrieoperationen eines Systems bilden
eine Gruppe im mathematischen Sinne, seine Symmetriegruppe.

In der klassischen Physik liefert das Theorem von Noether eine enge Beziehung zwischen
den Symmetrien eines Systems und seinen Erhaltungsgrofien. Jeder Symmetrietransforma-
tion entspricht danach ein Bewegungsintegral bzw. eine Erhaltungsgrofie. Umgekehrt kann
jede dynamische Grofle F' als Erzeugende einer infinitesimalen kanonischen Transformation
verwendet werden. Falls ihre Poisson-Klammer mit der Hamiltonfunktion verschwindet:

[FaH]PBZOa

handelt es sich dabei um eine Symmetrietransformation. Da endliche kanonische Transfor-
mationen aber — im Gegensatz zu infinitesimalen — im allgemeinen nicht-linear sind, ist der
Ubergang von infinitesimalen zu endlichen Symmetrietransformationen in der klassischen
Mechanik hiufig mit Schwierigkeiten verbunden.

In der Quantenmechanik gllt entsprechend, dafl zu jeder Symmetrletransformatlon Us,
die den Hamiltonoperator H forminvariant li8t, eine Observable F' gehort, deren Erwar-
tungswert sich bei der zeitlichen Entwicklung (,,Bewegung ) des Systems nicht dndert. In
diesem Fall ist ndmlich

A =
Daraus folgt, da U, und H miteinander kommutieren:

UH-HU,=[U,,H =0.

U, ist allerdings, von trivialen Sonderfillen abgesehen, nicht hermitesch und stellt daher
keine Observable dar. Betrachtet man aber eine Gruppe von unitdren Transformationen,
die stetig von einem Parameter o abhiingen (Lie-Gruppe), wobei sich fiir @ = 0 die Iden-
titéit ergibt, so weicht fiir hinreichend kleine || die differentielle Transformation U () nur
wenig von der Identitit 1 ab. Es gilt daher

Ul)~1+1aF .
Bei Vernachlissigung von Termen zweiter und héherer Ordnung in « ist dann

U@)Ula)=(1+1aF)i-1aF)=1.
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Fiir den Operator F' folgt daraus in der gleichen N&herung
l+wF-FYy=1 - F=F,
er ist also hermitesch und stellt eine Observable dar. Umgekehrt erzeugt jede Observable
F mittels
U(a) =exp(ra F)
eine unitire Transformation. Wenn es sich dabei um eine Symmetrietransformation US(a)
handelt, gilt
U, H =0 <+— [F,H)=0.
Falls £ nicht explizit von der Zeit abhingt, dndert sich sein Erwartungswert also nicht

mit der Zeit:
d

dt
es stellt also eine Erhaltungsgrofie dar. Insbesondere folgt fiir abgeschlossene Systeme
aus der Homogenitidt und Isotropie des Raumes und der Homogenitit der Zeit die Er-
haltung von Linearimpuls, Drehimpuls und Energie. Dagegen fithren Raum-, Zeit- und
Ladungsspiegelung, fiir die eine passive Deutung nicht moglich ist, nicht zu allgemeinen
Erhaltungssitzen (,Sturz der Paritdt“, CPT-Theorem).

(F)=([F.H])=0,

Ein wichtiger Zusammenhang besteht zwischen der Symmetrie eines Systems und der
Entartung seiner Energie-Eigenwerte. Wenn |1,,) ein Eigenzustand von H zum Eigenwert
E, ist, gilt wegen des Kommutierens von U; und H

Us|4py,) ist also ebenfalls ein Eigenvektor von H zum Eigenwert E,. Wenn er nicht bis auf
einen Phasenfaktor mit |14,) iibereinstimmt, ist F, entartet.

Fiir ein System, das aus einem Massenpunkt in einem radialsymmetrischen Potentialfeld V (r)
besteht, ist die Drehung um die z-Achse um den Winkel « eine Symmetrieoperation, die die

m-Entartung zur Folge hat.

Darstellung von Gruppen

Die Struktur einer abstrakten Gruppe wird festgelegt durch eine Vorschrift, nach der zwei
Elementen ein drittes als Produkt zugeordnet wird. Fiir Gruppen mit einer endlichen
Anzahl von Elementen dient dazu die Gruppentafel, fiir kontinuierliche Gruppen mit s
Parametern entsprechend eine Beziehung, die es gestattet, aus den Parametern aq, ..., a;
von Element ¢ und fi,...,H2 von Element b die Parameter i, ...,~s ihres Produktes
¢ = ab zu berechnen.

Wenn sich jedem Element U einer Gruppe in einem linearen Vektorraum der Dimension n
eine lineare Abbildung U isomorph zuordnen l48t, spricht man von einer n-dimensionalen
Darstellung (“representation”) der Gruppe. Wihlt man zusétzlich in diesem Vektorraum
eine spezielle Basis, so entspricht jeder Abbildung U eine nxn-Matrix U:

U - U —= U.

Dabei wird dem Produkt zweier Gruppenelemente das Produkt der zugehorigen Matrizen,
dem neutralen Element die Einheitsmatrix und dem inversen Element die inverse Matrix
zugeordnet. Wenn die Dimension des Vektorraumes n = 1 ist, entspricht jedem Element
der Gruppe die 1 x 1-Einheitsmatrix, diese Darstellung wird als ,trivial“ bezeichnet. Die
Dimension einer Darstellung kann auch unendlich sein (Hilbert-Raum). Wenn der lineare
Vektorraum einen (echten) Unterraum enthilt, der bei allen Abbildungen U in sich selbst
iibergeht, nennt man die Darstellung reduzibel, andernfalls irreduzibel.
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a) Drehgruppe

Da linearen Abbildungen des dreidimensionalen Raumes, die sich umkehren lassen, bilden
eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe GL(3). Sie enthilt die Untergruppe der ortho-
normalen Transformationen O(3), bei der Langen und Winkel dem Betrage nach erhalten
bleiben, und diese wiederum die spezielle orthonormale Gruppe SO(3), die Drehgruppe,
bei der auch der Drehsinn unveridndert bleibt (keine Spiegelungen).

Die SO(3) der rdumlichen Drehungen ist eine nicht-kommutative kontinuierliche Gruppe
(Lie-Gruppe) mit drei Parametern, als die hiufig die Euler-Winkel «a, 8,7y gewéhlt wer-
den. Sie enthélt als Untergruppen die ebene Drehgruppe SO(2), eine kommutative konti-
nuierliche Gruppe mit einem Parameter, aber auch Gruppen mit endlich vielen Elemten
(Punktgruppen), zum Beispiel die Symmetriegruppen der reguliren Polyeder, die in der
Molekiil- und Kristallphysik eine bedeutende Rolle spielen.

Benutzt man zur Darstellung den dreidimensionalen Raum der Ortsvektoren mit den
Komponenten z,y, z, so ergibt sich bei einer Drehung D,(a) um die z-Achse mit dem
Drehwinkel «

T =zxcosa—ysina+z-0
y =zsina+ycosa+z-0
2 =20 4+y-0 +2z-1,
die zugehorige Drehmatrix ist also
cosa —sina 0
D,(a) = | sina cosa 0

0 0 1

Eine beliebige Drehung 148t sich mit Hilfe der Euler-Winkel zusammensetzen aus

einer Drehung ﬁz(a) um die raumfeste z-Achse:  z,y,z2 — Z,9,2 ,
einer Drehung Dy(f) um die neue y-Achse: z,Y,2 — T,y,2
einer Drehung D,/ (y) um die korperfeste z-Achse: Z,7,2 — z',v/, 2’

zu der Gesamtdrehung mit der Matrix

D(a, B,7) = Dy () Dy (B) D (cv) .

Durch Einsetzen und Ausmultiplizieren ergibt sich

cosa —sina 0 cosfB 0 sinfg cosy —siny 0
sina cosa 0 0 1 0 siny cosy 0
0 0 1 —sinf 0 cospf 0 0 1

<cosacosﬁcos'y—sinasin7 — cos acos siny — sin a cos 7y cosasinﬂ)

D(a, 8,7)

sin acos S cosy + cosasiny —sinacos Bsin~y + cosacos~y sinasinf
—sin B cosy sin (3 sin 7y cos 3

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafi diese Matrix unitér ist.

Vektoren im dreidimensionalen Raum sind geometrische Objekte, sie besitzen einen Betrag
und eine Richtung und sind unabhéngig von der Wahl der Koordinatenachsen. In einer
speziellen Basis werden sie dargestellt durch drei Komponenten, die sich beim Basiswechsel
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in der gleichen Weise transformieren wie die Komponenten (z,y, z) des Ortsvektors, also
mit der Drehmatrix D:

Mit Hilfe der Vektoren lassen sich weitere geometrische Gréflen konstruieren, die eine vom
Koordinatensystem unabhingige Bedeutung haben, wihrend sie in einer speziellen Basis
dargestellt werden durch einen Satz von Komponenten, die sich beim Basiswechsel in cha-
rakteristischer Weise transformieren. Dazu gehoren die Skalare mit nur einer Komponente
und dem Transformationsgesetz

A=A

und die Dyaden mit neun Komponenten A;; und dem Transformationsgesetz

m,n m,n

Allgemein wird ein Tensor der Stufe (“rank”) k definiert als eine geometrische, also von der
Wahl der Koordiantenachsen unabhingige, GroBe mit 3* Komponenten und dem Trans-
formationsgesetz
/
mn,...,p

Entsprechend dieser Definition sind Skalare, Vektoren und Dyaden Tensoren der Stufen
0,1 und 2. Bei einer Drehung werden die 3* alten Komponenten eines Tensors der Stufe
k auf lineare Weise in die 3¥ neuen Komponenten transformiert. Sie liefern daher eine
3k-dimensionale Darstellung der Drehgruppe durch 3% x 3¥-Matrizen. Bei & = 0 (Skalar)
handelt es sich um die triviale Darstellung.

Die neun Komponenten einer Dyade (Tensor der Stufe 2) fiithren zu einer neundimensionalen
Darstellung der Drehgruppe. Zum Beispiel ergibt sich fiir die die Drehung D, («) die Matrix

2 2

cos” o — sina cos o 0 —sina cos o sin® o 0 0 0 0
sin a cos a cos? o 0 —sin® o —sinacosa 0 0 0 0
0 0 0s o 0 0 —sina 0 0 0

sin a cos a —sin?a 0 cos? a —sinacosa 0 0 0 0
sin? a sin a cos 0 sin a cos o cos? a 0 0 0 0

0 0 sin o 0 0 cos o 0 0 0

0 0 0 0 0 0 cos o —sinae 0

0 0 0 0 0 0 sin o cos o 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

Diese Matrix ist, als Drehmatrix, unitir bzw. orthonormiert und hat die Determinante +1.

Wihrend die Darstellungen fiir £ = 0 und k£ = 1 irreduzibel sind, gilt das fiir £ > 2 nicht.

Aus den neun Komponenten A;; einer Dyade lassen sich die folgenden Linearkombinationen
B,, bilden, die zu einer Reduktion der Matrix fithren:

B, = %(Au + Aoz + Asz) B; = %(All — Az)
Be = %(A:«n + Ai3)
By = %(Agg - A32) B; = ﬁ(2A33 —An— A22)
Bs = %(An — A21) Bs = %(’423 +A32)
B, = \}—(Ain Ais) By = 12(A12 + As1)

B bezeichnet man als Skalar (Spur) der Dyade, Bz, Bs, B4 als die Komponenten des Vektors
der Dyade. Der Ubergang von den alten Komponenten A;; zu den neuen By bedeutet einen
Wechsel der Basis mit einer unitéren Transformationsmatrix U. Die Drehmatrix geht dabei
iiber in

=UDU!
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und erhélt die Form

Dy; 0 0 0 0 0 0 0 0
0 Dsy Doz Doy 0O 0 0 0 0
0 Dsy D3z Dzqg O 0 0 0 0
0 D4y D43 Dgg O 0 0 0 0
0 0 0 0 Dss Dsg Ds7 Dsg Dsg
0 0 0 0 Dgs Dgs Dg7 Des Deg
0 0 0 0 D75 D¢ D77 Dpg Drg
0 0 0 0 Dgs Dgg Dg7 Dgg Dgg
0 0 0 0 Dgs Dgg Dg7 Dgg Dgg

Sie zerfallt also in drei Untermatrizen, die zu Darstellungen mit den Dimensionen 1, 3 und 5

gehoren.

Allgemein 1#8t sich mit Hilfe der Gruppentheorie zeigen, das die 3*-dimensionale Darstel-
lung der Drehgruppe durch die Komponenten des Tensors der Stufe k£ reduzibel ist und
die Reduktion im wesentlichen zu einer (2k + 1)-dimensionalen irreduziblen Darstellung
fithrt. Man gelangt so zu irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe mit ungeradzahligen
Dimensionen. Aufler den durch Tensoren vermittelten irreduziblen Darstellungen der
Drehgruppe mit ungerader Dimension (2k + 1) gibt es auch noch solche der Dimension 2k.
Die geometrischen Gebilde, deren Komponenten zu diesen Darstellungen fiithren, heifien
Spinoren.

b) Drehung von Tensor- und Spinorfeldern

Zu den physikalischen Systemen, die man Drehungen unterwerfen kann, gehoéren auch
Felder, d.h. ein- oder mehrkomponentige Funktionen des Ortsvektors ».

Ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt des Raumes einen reellen oder komplexen Funktions-
wert f(r) zu. Die Wellenfunktionen ¢ (r) sind Beispiele fiir komplexwertige Skalarfelder.
Bei der Drehung des Feldes gegeniiber dem raumfesten Koordinatensystem entsteht eine
veridnderte Zuordnung der Funktionswerte zu den Raumpunkten (,, Drehbiihne®), und zwar
gilt

f'(r)=Df(r) = f(r)= (D7),
oder bei Wahl einer bestimmten Basis (Koordinatensystem)

f’(wﬂyﬂz) = ‘Df('l‘?y?z) = f(i’gﬂg) °

Dabei ist P = (, 7, Z) derjenige Punkt, der bei der Drehung in P = (z,y, z) iibergeht. Spe-
ziell gilt bei einer Drehung um den Winkel a um die z-Achse

f'(z,y,2) = f(zcosa+ ysina, —zsina + ycosa, z) .
Fiir infinitesimale Drehwinkel da folgt daraus

— flo.p2) - @ ~y3hyda

oder, wegen der Definition des Drehimpulsoperators L,

f(@.y.2) = (1 - da L) f(2.y.2) -

Fiir endliche Drehungen D, (a) erhiilt man dann

F'(@,9,2) = Da(@) (2, 2) = exp(—azL.) f(z,y,2) .

Bei Drehungen um die anderen Koordinatenachsen gelten entsprechende Formeln.
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Ein Skalarfeld sei gegeben durch f(z,y, z) = 22, dann ist bei einer Drehung D, ()
f'(z,y,2) = (zcosa + zsina)” .

Die Reihenentwicklung des Exponentialoperators ergibt dagegen

— 1 d
fay.2) =) (- r—y—yam)’“f(a:,y,z)
k=0
ol o2 o ol
:g;2+2xyf—2(a:2—y )§—8xy3 +8(z> —y )4' +....

Durch Umordnen und Zusammenfassen wird daraus
f'(x,y,2) = 2° + zysin 2a — (2 — y®)sin’a |

in Ubereinstimmung mit dem obigen Ausdruck.

Bei der Drehung eines mehrkomponentigen Feldes, z.B. eines Vektorfeldes A(r), muf}
zusétzlich beriicksichtigt werden, daf} sich auch die Zerlegung in Komponenten beziiglich
der Koordinatenachsen dndert.

A/

Ein Vektor A, der sich vor der Drehung am Raumpunkt P befindet und dort die Kompo-
nenten A (P), Ay(P_’), A, (Ij) hat, geht iiber in einen Vektor A’ am Raumpunkt P mit den
Komponenten A} (P), A; (P), A’Z( ). Dabei gilt fiir eine Drehung D, («):

"U |

AL (P) = Az(P)cosa — Ay(P)sina + A,(P) - 0
A (P) = Ay(P)sina+ Ay(P)cosa+ A, (P) -0
A,(P)=A,(P)-0 +A4,(P)-0 +A,P)-1

Nach Ersetzung des Arguments P = Z, 7, Z durch P =z, y, z wie oben wird daraus

Al (z,y,2) = Ay(Z,9,2) cosa — Ay(Z,y, z) sinw
= Az(xcosa+ ysina, —xsin o + y cos a, z) cos «
—Ay(rcosa+ysina, —zsina + ycosa, z)sina .

Fiir infinitesimale Drehwinkel da ergibt sich damit

0A, 0A,
— A

Al (z,y,2) = Ag(z,y,2) — |(

Fiir die beiden anderen Komponenten folgt auf analoge Weise

, _ 04y  0Ay

Ay(x,y,z) - Ay(flj’y’ ) [(ZE ay Y o ) Az(xvyaz)]da
, B 94, 04,

AZ(ZE,y,Z) - Az(a:,y,z) ( 8’[/ -y 81‘ )da :
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Diese drei Beziehungen lassen sich zu einer Vektorgleichung zusammenfassen, die der obi-
gen Beziehung fiir Skalarfelder enspricht:

8 0 — 0 . R
J,=—=h(t— —-y—)+h| + 00| =L,+S,

Hier stimmt der erste Summand, f/z, iiberein mit dem entsprechenden Operator fiir ein
Skalarfeld. Er beschreibt die Auswirkung des Ubergangs von P nach P (Ortsinderung). Der
zweite, S, rithrt her von der geiinderten Komponentenzerlegung (Richtungsénderung).
Man bezeichnet ihn als die z-Komponente des “Spins” des Vektorfeldes. Im Gegensatz
zum Differentialoperator L, wird er, wie auch die beiden itbrigen Komponenten von S ,
durch eine dreidimensionale Matrix dargestellt:

) 00 0 ) 0 0 +1 ) 0 —20
Se=hl00 = | , S,=hl000] , S.=h{+ 00
042 0 10 0 000

Fiir endliche Drehungen erhilt man dann
A'w,y,2) = exp(-az ) Aw.y,2) |
entsprechend der obigen Beziehung fiir Skalarfelder.

Ein homogenes Vektorfeld sei gegeben durch A(z,y,2) = (a,0,0). Bei einer Drehung um den
Winkel o um die z-Achse ist dann

A'(2,y,2) = exp(—a3S.) Az, y,2) ,

da der Differentialoperator L. keinen Beitrag liefert. In Komponenten geschrieben lautet

diese Beziehung
A cosa —sina 0 A
Ay | = | sina cosa 0 Ay |,
A, 0 0 1 A,

Al 0 —a0
A, | =exp||a 0 0
Al 0 00

dabei wurde die Reihenentwicklung der Expoenetialfunktion benutzt. Das Ergebnis stimmt

iiberein mit der Formel fiir die Drehung eines konstanten Vektors.

In entsprechender Weise gilt fiir Tensorfelder beliebiger Stufe und ebenso fiir Spinor-
felder, dal sich der Operator J des Gesamtdrehimpulses zusammensetzt aus einem
“Bahndrehimpuls”-Operator L und einem “Spin”-Operator S

J=L+§.
Dabei sind die drei Komponenten von L Differentialoperatoren, die drei Komponenten
von S dagegen Matrizen. Fiir ein Tensorfeld der Stufe k sind diese 3*-dimensional, bei

Benutzung der irreduziblen Komponenten (2k + 1)-dimensional, und fiir ein Spinorfeld
2k-dimensional.

Fiir ein Spinorfeld mit zwei Komponenten gilt, wie im folgenden Abschnitt gezeigt werden

wird,
& _ 1 0 +1 & 1 0 —2 & _1,(+1 0
S””_?h(ﬂ 0)’59_2h<+z 0) ’SZ_2F‘<0 —1)'

Es handelt sich also, bis auf den Faktor i/2, um die Pauli-Matrizen.
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Fiir den Operator der Drehung eines beliebigen Feldes um den Winkel o um die z-Achse
folgt damit

ﬁz(a) = exp(—a%jz)

und fiir eine allgemeine Drehung mit den Euler-Winkeln «, 3,7

ﬁ(a,,@,'y) = ﬁz” (V)ﬁy’(ﬁ)ﬁz(a) = ﬁZ(a)Dy(IB)DZ('Y)

1 4 1

= exp(—azJ;) exp(=fJy) exp(=y2J2) .
Der Drehoperator fiir ein Feld ist damit dargestellt als Funktion des Drehimpulsoperators
J, der gleiche Zusammenhang besteht dann auch zwischen den zugehorigen Matrixele-
menten der Operatoren in einer Basis des Zustandsraumes.

¢) Drehimpulsoperatoren

Die bisherigen Betrachtungen in diesem Kapitel hatten noch keinen direkten Bezug zur
Quantenmechanik. Es trat zwar der schon friiher eingefiihrte Operator L des Bahndre-
himpulses auf, aber nur als andere Schreibweise fiir

N 7 A
Xy =—-L
k 7 k s

den Generator einer Drehung um die xx-Achse.

Die Drehung eines quantenmechanischen Systems, zum Beispiel D,(a)um « um die z-
Achse, fiithrt zur Verdnderung seiner Zustinde. Sie induziert damit eine unitire Transfor-
mation im Hilbertraum der Zustandsvektoren, in unserem Beispiel

') = Da(a) [§) = exp(—az 1) [4) .

Dabei ist J, zuniichst nur eine Abkiirzung fiir das (—1h) -fache des Generators X, der
Drehung. Man gelangt so zu einer weiteren Darstellung der Drehgruppe, deren Dimension
allerdings im allgemeinen abz&hlbar-unendlich ist. Fiir den bisher fast ausschlieBlich be-
handelten Fall eines Massenpunktes mit s = 3 in einem Potentialfeld werden die Zustéinde
in der Ortdarstellung durch Wellenfunktionen, also Skalarfelder, dargestellt. Der Operator
jz stimmt daher in diesem Fall iiberein mit dem schon frither definierten Bahndrehim-
pulsoperator L,. Fiir ein beliebiges quantenmechanisches System wird jetzt der Drehim-
pulsoperator J, definiert mit Hilfe des Generators der Drehung:

jz = —thZ

und analog die beiden anderen Komponenten J, und jy

In entsprechender Weise wird der Operator des Linearimpulses eines beliebigen quanten-
mechanischen Systems iiber den Verschiebungsoperator definiert:

[4) = T(a) [} = exp(=azp.) [) -

Die besondere Struktur der Drehgruppe SO(3) driickt sich in einer Beziehung aus, die die
Nichtvertauschbarkeit von Drehungen um verschiedene Drehachsen wiedergibt:

N A N

Dy(@) Dy(B) = De Dy(B) Dy (@) |
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D, ist im allgemeinen nicht der Operator 1. Durch Erweitern von rechts mit D; () und
D, L(B) folgt ) ) ) ) )

De = Dy(e) Dy(8) Dy () Dy (8) -
Fiir dem Betrage nach hinreichend kleine Winkel v und g ergibt die Entwicklung bis zu
Termen 2. Ordnung einschliefilich

2 2
) Lo 0 -0 p 1 0o 0 1-2Z0 p
De=]01-2 —qa 0 1 0 01-2 « 0 1 0
0 o 1-% B 01-2)\0 ~a 1-% 8 01-2
1 —af 0
=|es 1 0]|=D.(ap)
0 0 1

Das Einsetzen dieses Ausdrucks fiir D, in die Ausgangsgleichung ergibt die bis zu Termen
2. Ordnung in |al, | 5] einschlieBlich giiltige Beziehung

Dy(a) Dy(B) = D.(aB) Dy(B) Dy (c)

Ersetzt man in ihr die Drehoperatoren D durch die Drehimpulsoperatoren, zum Beispiel

A

D,(a) = exp(—a%jgg) ,

so ergibt sich die fundamentale Vertauschungsrelation fiir Drehimpulskomponenten:

Judy = Judy = L d] = 1 s
Sie folgt allein aus der Struktur der Drehgruppe, unabhéingig vom Charakter des gedrehten

Systems, und definiert, zusammen mit den beiden aus ihr durch zykhsche Vertauschung
hervorgehenden Beziehungen, allgemein einen Drehimpulsoperator J = (Jy, J,, J,)

JxJ=hd.
Er hat, als Vektoroperator, drei Komponenten und ein Betragsquadrat
J? = ﬂ+ﬂ+ﬂ

Wiéhrend die Komponentenoperatoren nicht miteinander kommutieren, kann man durch
mehrfache Anwendung der Vertauschungsrelationen zeigen, dafl

[J2, 0, = [J2,J,) = [J2,J,] = 0.
Die einzelnen Komponenten des Drehimpulses sind also nicht gleichzeitig mefibar, wohl
aber eine beliebige Komponente und das Betragsquadrat des Drehimpulses. Statt der
kartesischen Komponenten eines Drehlmpulsoperators verwenden wir im folgenden die
sphérischen Komponenten JH, Jo, J_ 1, die definiert sind durch
o A 1 o o

Ji=——F%=(Ju+1Jd)) %=L,(M:+7§h—M»

Im Gegensatz zu Jy sind die Operatoren j+1 und J_; nicht hermitesch, es gilt ndmlich

A
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Sie stellen daher keine meflbaren physikalischen Gréflen dar, haben keine reellen Eigen-
werte und sind nur Rechenhilfsmittel. Fiir die sphirischen Komponenten lauten die Ver-
tauschungsregeln:

[Ty, do1] = —hdy  [Jer,Jo] = Fhde .
Der Operator des Betragsquadrats vertauscht auch mit den sphérischen Komponenten:
[J2,J,]=0 , q=0,+1.

Durch die Kommutatorregeln sind die Eigenwerte und Eigenvektoren eines Drehimpuls-
operators weitgehend festgelegt, unabhingig von der speziellen Natur des quantenmecha-
nischen Systems. Um das zu zeigen, betrachten wir die gemeinsamen Eigenvektoren der
beiden kommutierenden Operatoren J2 und Jy zu den Eigenwerten A und m. Sie geniigen
also den Eigenwertgleichungen

J2 |k Am) = A B2 |k Am)
Jo |k Am) = mh|kAm) .

Hier bezeichnet « die Eigenwerte derjenigen Observablen &, die zusammen mit J2? und Jo
einen C.S.C.0. bilden. Aus der letzten Vertauschungsregel folgt

JoJiilkAm) = Jyi(Jo + B)|kAm) = (m+ 1)k |k Am) .

Der Zustandsvektor J,|x Am) ist also ein Eigenvektor von Jy zum Eigenwert m + 1. Da
aber Jy sowohl mit J2 als auch mit den zu & gehorenden Operatoren kommutiert, gibt
es zu gegebenem k, A\, m bis auf einen konstanten Faktor nur einen Zustandsvektor (keine
Entartung), es muf} also sein

JolkAm) = —m |k Am+1) .

j+1 erhoht daher den Eigenwert von Jo um 1, man bezeichnet ihn deshalb auch als “step-
up”-Operator. Auf die gleiche Weise folgt, dafl J_; ein “step-down”-Operator ist:

J 1|kAm) = + Dy [k Am—1) .

Durch n-fache Anwendung von j+1 erhoht sich dann der Eigenwert von Jy von m auf
m + n. Dieser ProzeB 1Bt sich aber nicht beliebig weit fortsetzen. Weil .J, hermitesch ist,
gilt ndmlich X

(kAm|J2lkAm) >0,

und ebenso fiir jg und J2. Damit ist aber auch
(kAm|J2lKAm) >0 .
Andererseits gilt fiir diesen Operator
P= 24 2402 = —Jado + T - Jodn
= 2+ dy(o— B
= -2J 1Ju+ Jo(Jo+R) .
Wegen der Beziehung zwischen j+1 und J_; ergibt sich dann
—(kAm|J Jp|kAm) = </§)\m|jj_1j+1\/@)\m) >0

(k Am|J? = Jo(Jo + h)|k Am)
A —m(m + 1)] A .

1
2
1
2
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Diese Ungleichung ist aber bei gegebenem A nicht fiir beliebig grofie Werte von m erfiillbar.
Es gibt also einen grofiten Wert my von m, so daf

j_|_1|/~e)\m+)=0 — m_|_(m_|_+1)=)\
Ebenso folgt die Existenz eines kleinsten Wertes m_ mit
JalkAm )=0 —= m_(m_ —1)=X.

Aus diesen beiden Beziehungen ergibt sich m; = —m_ = j. Damit ist auch der Eigenwert
von J? festgelegt:

A=37(G+1)n*.
Da die Anzahl der Schritte zwischen m_ und m eine ganze Zahl sein muf}, kann j nur
halb- oder ganzzahlige Werte annehmen. Wir bezeichnen die gemeinsamen Eigenvektoren
von J? und Jy von jetzt an mit |kjm), wobei
m:+j7+j_]-a"'a_j+]-a_j .
Wegen der Definition von €, ist
Conl” = (kim|JL Tl im) = 5(j = m)(j +m+ 1) A

Dadurch wird C), nur bis auf einen willkiirlichen unimodularen Faktor festgelegt, der
konventionsgemif als 1 gewdhlt wird. Fiir die Matrix von Ji;, und auf entsprechende
Weise fiir die von J_1, ergibt sich in der Basis der |k j m)

(kjm| etk jm) = = 0xxdj;6mm+1 Crm(j, m)

(Rjm| S| jm) = = b6xudj;0mm-1 Com(j,m) .

Diese Matrizen sind weder diagonal noch hermitesch. Aus ihnen ergeben sich durch Um-
rechnung diejenigen fiir J; und J,:

<’€]m“] |'%.7 m) - +6mc5” \/—( m,m-+1 C+m(]am) + 6ﬁz,m71 C,m(j,m)) .
(R jml|Jylkjm) = —5m$jj;@f7mm+1c¥mﬁﬁnﬂ'—&mm—10—mﬁﬁnﬂ)

Sie sind hermitesch, denn .J, und jy stellen Observablen dar, aber nicht diagonal, im
Gegensatz zu denen fiir J, und J2:

(Rjm ‘JQ‘ﬁjm> = 5/’mdjj omm J(j + 1) B2
< 3m‘J0‘h7.7m> = 6Rn65j Ommm b .

Im unendlich-dimensionalen Hilbertraum der Zustandsvektoren |k jm) werden durch
rdumliche Drehungen unitéire Transformationen induziert:

Dlkjm)= Y D(R,j.i,,j.m)|kjm)
Ry
und man erhilt mit den D(k, j,m k,7,m) eine unendlich-dimensionale Darstellung der

Drehgruppe. Da aber & und J2 mit einer Drehung D, charakterisiert durch die Euler-
Winkel «, 3,7, kommutieren, fallen bei der Summation alle Terme mit % # x oder j # j
weg:

D(a, B, 7) | jm) = Z Dl B,7) |7 j ) .

m=—j
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Die (27 + 1)-dimensionalen Unterrdume mit festem x und j gehen also in sich selbst iiber.
Die Darstellung ist daher reduzibel und zerfillt in irreduzible Darstellungen der Dimension
27+ 1.

In einem solchen Unterraum wird zum Beispiel die Matrix von .J, gegeben durch

—1j 0 0 0
N 0 —(j—1) 0 0
Jy=Rh| . ,
0 0 +2(j—1) 0
0 0 0 +15

und es ergibt sich fiir die Matrix der Drehung D, ()

e M 0 0 0
~ - ~ 0 e i-Dea 0 0
D,(a) = exp(—aﬁJz) =DUW(,0,0) = | ..o e
0 0 e-H(J—l)a 0
0 0 0 etue

Falls der Hamiltonoperator sphirisch-symmetrisch ist, stellen sowohl die kartesischen und
sphérischen Komponenten als auch das Betragsquadrat des Drehimpulses Erhaltungs-
groflen dar: X

[HaD]:O - [HaJk]:[HaJQ]:O
Fiir die Eigenzustéinde der Energie gilt in diesem Fall

JA+1}AI\/§jm> = E(H’jam) j+1 "{]m> = _CmE(Kajam) ‘I{]’l’ﬂ)

A A

und andererseits wegen [H,.J1] =0
= HJui|kjm) =—=CpHkjm+1) = = Cp E(s,j,m + 1) [k jm+1) .

Durch Vergleich folgt E(k,j,m + 1) = E(k,j,m), der Eigenwert der Energie hingt also
nicht von der Quantenzahl m ab (m-Entartung).

d) Elektronenspin

Wenn die Kugelsymmetrie des Hamiltonoperators durch ein &dufleres Feld, zum Beispiel
ein Magnetfeld, zerstort wird, wird dadurch die m-Entartung aufgehoben und die 25 + 1
Zustdnde, die zum gleichen j gehdren, aber sich um m unterscheiden, erhalten wegen ih-
rer unterschiedlichen Ausrichtung im dufleren Feld auch unterschiedliche Energien (zum
Beispiel beim Zeeman-Effekt) . In einem inhomogenen Magnetfeld treten aulerdem unter-
schiedliche Kriifte auf, die zu einer rdumlichen Trennung dieser Zustéinde fiithren (Stern-
Gerlach-Versuch). Aus der beobachteten Aufspaltung kann man dann direkt auf den Wert
von j schlieflen.

Fiir ein System, das nidherungsweise aus einem einzelnen Elektron in einem radialen Po-
tentialfeld besteht (Silberatom), ergibt sich dabei entgegen der Erwartung j = i. Das
System verhélt sich also bei Drehungen wie ein Spinorfeld, in der Ortsdarstellung werden
daher jedem Raumpunkt r zwei Funktionswerte zugeordnet. Die Annahme, daf} ein Elek-
tron sich wie ein Massenpunkt mit drei Freiheitsgraden verhélt und sein Zustand durch
die drei Koordinaten seines Ortes r festgelegt ist, kann deshalb nicht aufrechterhalten
werden. Bei gegebenem Ort wird der Zustand erst durch die Angabe einer weiteren Ki-
genschaft festgelegt, die zwei Werte annehmen kann. Das Elektron hat also, im Gegensatz
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zu einem klassischen Massenpunkt, einen vierten (inneren) Freiheitsgrad (s = 4), der sein
Verhalten bei Drehungen beeinflufit und als Spin bezeichnet wird. Er 143t sich durch einen
Drehimpulsoperator beschreiben, dessen Betragsquadrat den festen Wert 1 hat, und der
mit dem Ortsoperator kommutiert:

S =(5:,5y,5) .
Der Raum seiner Eigenzustéinde (Spinraum) ist zweidimensional, eine Basis wird gegeben
durch die gemeinsamen Eigenvektoren von S? und S,:

_%(g).

In dieser Basis nehmen die Matrizen der Spinkomponenten die Gestalt

5 h hf0 1 5 h hif0— 5 h (1 0
S‘”_§U‘”_§<1 0) ’Sy—a"yﬁ(z 0) ’Sz_ﬁ"z_§<0—1>

an, oz,0y und o, werden als Paulische Spinmatrizen bezeichnet. Auch hier ist die Kom-
mutatorregel fiir Drehimpulskomponenten erfiillt:

ol
+
o=
~

I>
VR
O =
~—

ol

1Sz, S,] =1h S, .

Aus den Matrizen fiir die Spinkomponenten ergeben sich die Drehmatrizen fiir ein Spinor-
feld, zum Beispiel fiir die Drehung um die z-Achse um den Winkel a:

A () Lay a1 0\] _ (e 0

Die ,,sphérischen“ Komponenten eines Zweierspinors dndern sich bei einer Drehung D, («)
also entsprechend der Beziehung

a,ﬂ/Q _ efla/2a+1/2 .
a_1/2 e+la/2 a1/

Deﬁniert man seine ,,kartesischen“ Komponenten durch

! ( + ) ! (( + )
a + a +1a_ s a a 1a_ s
« \/§ 1/2 1/2 B \/§ 1/2 1/2

so ergibt sich fiir ihr Verhalten bei dieser Drehung

a/a ___ (cosa/2 —sina/2 Qo

a:@ T \sina/2  cosa/2 ag |
Spinoren &ndern also bei einer Drehung um 27 ihr Vorzeichen und erreichen erst nach
einer Drehung um 47 wieder die Ausgangssituation (Hinweis auf Dirac-Konstruktion).

Da ein Elektron vier Freiheitsgrade hat, mufl eine Basis des Zustandsraumes aus den
gemeinsamen Eigenvektoren eines C.S.C.O. von vier Observablen bestehen. Zu den Orts-
variablen z, y, z mufl noch eine ,innere“ Variable ¢ hinzutreten, als die, bis auf den Faktor
h, der Wert der z-Komponente des Spins gewahlt wird. Sie hat daher nur die beiden mogli-
chen Werte +1. Die Zustandsvektoren |z y z o) bilden die Basis der Orts-Spin-Darstellung,
ein beliebiger Zustandsvektor |¢)) wird wegen

+00 400 400

) = Z ///w(x,y,z,o)\xyza)dxdydz

o=%1/2 50 o0 —c
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dargestellt durch eine Wellenfunktion (Komponentendichte) 4 (x,y, z, o), die aufler vom
Ort auch noch von der Spinvariablen abhingt. Sie ist im allgemeinen komplexwertig, und

1Y(z,y, z,0)|” dz dy dz

stellt die Wahrscheinlichkeit dar, bei einer Messung das Elektron im Volumenelement
drdydz am Ort (z,y,z) mit der Spinprojektion ¢ anzutreffen. Da o nur zwei Werte
annimmt, 148t sich v schreiben als

Q Q9
Il
_|_

(NN

stellt also ein Funktionenpaar dar, dem in der Ortsdarstellung ein zweidimensionales Spi-

norfeld entspricht:
‘¢>£ 'L/J+1/2(£L',y,2’) )
1#71/2(337 Y, Z)

Das Skalarprodukt zweier Zustandsvektoren nimmt in der Orts-Spin-Darstellung die Form

+00 +00 +00
@y = [ [ [ vi@vzo)iepz0) ddyds

0=%1/2 50 o0 —oc
an, daraus folgt fiir gebundene Zustinde die Normierungsbedingung

+00 +00 400

(Ylp) = Z ///W(:B,y,z,a)\dedydzzl.

0=%1/2 50 “00 —oc

Die rechte Seite 1483t sich schreiben als

+oc +oc 00 +00 +00 +00
/ / / WH/Q(%?J,Z,U)P dinde-F / / / W—l/Q(anyazaU)‘dedydz :
—00 —00 —00 —00 —00 —0C

Das erste dieser beiden Integrale stellt die Wahrscheinlichkeit dar, das Elektron irgendwo
mit der Spinprojektion +4/2 anzutreffen, entsprechend das zweite die fiir —h/2.

Die Basisvektoren des Spinraumes lassen sich ebenfalls als Funktion der Spinvariablen
darstellen:
|% m5> £vms (J) = 6(Ja ms) ’

damit wird ihre Orthonormalititsbedingung gegeben durch

(%ms\%ms) = Z v;’;—ls(a) U, (0) = §(ms, ms)

o=%1/2
Eine beliebige Wellenfunktion kann man auf diese Weise in Orts- und Spinanteile zerlegen:
Y(@,y,2,0) = Pi12(r) vy1y2(0) + 1 2(r)vo1)2(0)
Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung lautet in dieser Darstellung
Hy(r.0) = E¢(r,0) ,
dabei gilt fiir ein Elektron im Potentialfeld V' (r) wie vorher

. B _,
H=—-— .
T VE+V(r)
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In der Ortsdarstellung wird daraus

(R 2myg Pi1)2 0

\%& + =S [E-V(r = :

("/’—1/2 h2 [ ( )] ’(/)_1/2 0

Da der Hamiltonoperator nicht auf die Spinvariable o wirkt, zerfillt diese Spinor-
Differentialgleichung in zwei ungekoppelte identische Gleichungen der Form

v2'¢ms + QH@ [E - V(r)]¢ms =0.

Sie stimmen mit der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung fiir ein spinloses Elektron
iiberein. Thre Losungen werden als Orbitale bezeichnet, speziell fiir ein Radialfeld V (r) gilt

8 1 8
Yma (1) = ) () = — P (1) Vigm, (9, 9)
Dabei ist tpm, (1) eine gemeinsame Eigenfunktion der drei Operatoren fr, I:Q, L, zu den
Eigenwerten n,(=n — [ — 1),1, m;. Die zugehorige Wellenfunktion

'(/)nlmlms (ra J) = Unim,; ("’) Umyg (J)

bezeichnet man als Spinorbital. Sie ist zusétzlich eine Eigenfunktion des Operators S, zum
Eigenwert mg.

Die Energie des durch diese Wellenfunktion beschriebenen Zustandes hingt wegen der
Kugelsymmetrie von H weder von m; noch von m; ab (m-Entartung), zu gegebenem n
und [/ gehoren daher 2(2] + 1) verschiedene Zusténde gleicher Energie. Speziell fiir ein
Coulombfeld mit 202
€o
Vi(r)=- e
kommt noch die /-Entartung hinzu, der Entartungsgrad des Niveaus mit der Hauptquan-
tenzahl n ist daher 2n2.

Die Gesamtzahl der Eigenvektoren |nlm;ms) von H, die eine Basis des Zustandsraumes
bilden, ist also doppelt so grofl wie fiir ein Einelektronensystem ohne Spin, die zugehorigen
Orbitale wyjp,, () und Energie-Eigenwerte F,,; sind aber die gleichen. so daf$} sich fiir ein
solches Einelektronensystem der Spin experimentell nicht bemerkbar macht. Da aber das
Elektron ein elektrisch geladenes Teilchen darstellt, hat sein Spin als ein mit einer Rotation
verbundener innerer Drehimpuls zur Folge, dafy ein magnetisches Dipolmoment

€y =~
ps=—-—3=5
moc

auftritt, ebenso wie der Bahndrehimpuls das magnetische Moment

€p _i;

= 2mgc

erzeugt. Das fithrt dazu, dafl bei Vorhandensein eines dufleren Magnetfeldes der Hamilton-
operator um Terme ergéinzt werden muf, die die Wechselwirkung von p; und g, mit diesem
Feld beschreiben (Zeeman-Effekt) und zur Folge haben, daff die m-Entartung aufgehoben
wird. Insbesondere fithrt die Wechselwirkung mit g, zu einem Zusatzterm von H, der auf
die Spinvariable ¢ wirkt. Zwischen den beiden Gleichungen, in die die zeitunabhéngige
Schriédinger-Gleichung in der Ortsdarstellung zerfillt, besteht dann eine Kopplung, die
die Energie-Eigenwerte in einer vom Spin abhéingigen Weise veréndert.
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Auch ohne ein dufleres Magnetfeld, also fiir ein isoliertes Einelektronensystem, kommt
es wegen der Wechselwirkung von p; und p, zu einem spinabhingigen Zusatzterm des
Hamiltonoperators, der Spin-Bahn-Wechselwirkung (“spin-orbit interaction”)

ﬁso = f(’l“) IA;S‘ :

Da aber ¢ proportional zu 1/c? ist, handelt es sich um einen relativistischen Effekt 2.
Ordnung. Er liefert zu den Eigenwerten der Energie einen Beitrag, der sich von dem des
zentralen Coulombfeldes um einen Faktor Z a% , unterscheidet, wobei o, die dimensions-
lose Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante

S O

1™ he T 137

bedeutet. Die dadurch hervorgerufene Anderung der Energieniveaus wird als Feinstruktur
bezeichnet.

Der Spin des Elektrons und das zugehorige magnetische Moment wurden hier phéno-
menologisch eingefithrt, da es sich um relativistische Effekte handelt, die nicht aus
der hier behandelten nichtrelativistischen Quantenmechanik abgeleitet werden kénnen.
Dirac hat fiir Einelektronensysteme mit einem relativistischen Hamiltonoperator eine
zur Schrodinger-Gleichung analoge Beziehung (Dirac-Gleichung) aufgestellt, aus der der
Elektronenspin und das zugehorige magnetische Moment ohne Zusatzannahmen folgen.

e) Drehimpulskopplung

Ein Zustandsvektor eines Systems mit s Freiheitsgraden ist festgelegt durch die Angabe
der s Eigenwerte eines C.S.C.O., fiir den er ein gemeinsamer Eigenvektor ist. Fiir ein
abgeschlossenes System stellen Betragsquadrat J2? und z-Komponente J, des Gesamt-
drehimpulses Erhaltungsgrofien dar und werden daher zweckméiflig als Mitglieder dieses
C.S.C.0. verwendet, der dann noch um s — 2 weitere Operatoren, abgekiirzt durch &,
erginzt werden mufl. Thr gemeinsamer Eigenvektor wird mit |k J M) bezeichnet.

Héufig 148t sich ein solches System in zwei Teilsysteme mit den Freiheitsgraden s; +
s9 = s zerlegen. Die beiden zugehorigen C.S.C.0. &1, JZ, Ji, und #o, J2, Jo, haben jeweils
gemeinsame Eigenvektoren |kq J; M7) und |kg Jy Ms). Aus ihnen kann man eine Basis des
Zustandsraumes des Gesamtsystems durch Bildung des direkten (Kronecker-) Produkts

‘Iil K9 J1 M1 J2 M2> = |Iﬁ11 Jl M1> & ‘KQ J2 M2>

aufbauen. Dabei kommutieren alle s; Mitglieder des ersten C.S.C.O. mit allen so des zwei-
ten, da sie auf unterschiedliche Variablen wirken. Definiert man nun einen Vektoroperator
J durch
Jp = Jik + o,
so stellt er ebenfalls einen Drehimpulsoperator dar, denn
j1Xj1=Zhj1 s jQXjQZZth — :IX:IZZTZ:I.
Durch Anwendung der Kommutatorregel kann man zeigen, daf}
(72, 08 = (12 B3] = [T, 7 = [ 1., 73] = 0

gilt, daf} aber J2 und jz nicht mit jlz und jgz vertauschen:

[j2ajlz] = - [j2aj2z] 7é 0, [jzajlz} = - [jzanZ} #0 .
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Fafit man die s; — 2 Operatoren %1 und die so — 2 Operatoren <9 zu einem Satz i von
s — 4 Operatoren zusammen, so stellen sowohl die Vektoren |k Jy My Jo My) als gemeinsa-

me Eigenvektoren des C.S.C.O. J1 , le, J2 S ng, als auch die Vektoren |k J; Jo J M) als

gemeinsame Eigenvektoren des C.S.C.O. ,J12, J; , J2 J, jeweils eine Basis des Zustands-
raumes des Gesamtsystems dar. Sie miissen sich daher durch einander ausdriicken lassen:

‘KJ1J2JM> :Z(leMleMQ“iJlJQJM)‘leMleMQ) ,

dabei geht die Summation zunichst iiber alle Eigenwerte &, J;, M, Jo, My. Weil aber so-
wohl die Mitglieder der ungekoppelten als auch die der gekoppelten Basis Eigenvektoren
von £, J2, J2 sind, muf} notwendig &=+, Ji =1, Jo=J5 sein, denn Eigenvektoren der glei-
chen Observablen zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal. Die Vektoren
der gekoppelten Basis sind Eigenvektoren von J, zum Eigenwert M#. Wegen

T, |k Ji My Jy Mo) = (i, + Jo,) |k Jy My Jo M)
= (M1 + Mg)h ‘F& Ji My Js M2>

sind aber auch die Vektoren der ungekoppelten Basis Eigenvektoren von J, und zwar
zum Eigenwert (M + Ms)h. Mit der gleichen Schlufiweise wie vorher folgt dann, daff die
Summation sich auf solche My, M, beschrinkt, fiir die M; + My = M gilt und die Anzahl
der Summanden daher die kleinere der beiden Zahlen 2J; + 1 und 2J5 + 1 ist. Man kann
weiter zeigen, dafl die Komponenten der obigen Entwicklung in der ungekoppelten Basis
nicht von x abhéngen, sie haben also die Gestalt

<R jl Ml j2 MQ‘KJ J1 Jo JM> = 5(/%,/6)5(j1,]1)5(j2,]2) (Jl Ml Jo MQ | J1 Jo JM) .

Die durch die Klammer dargestellten Funktionen der Argumente J;, My, Jo, My, J, M wer-
den als Vektorkopplungskoeffizienten (VCC) oder Clebsch-Gordan-Koeffizienten (CGC)
bezeichnet. Leider gibt es fiir sie in der Literatur sehr viele verschiedene Schreibweisen, so
daf} es oft zweckmifBig ist, sie durch das gleichwertige Wignersche 3j-Symbol zu ersetzen:

(J1 My Jy Mo | Jv Jo JM) = (—1)J7M 2J +1 (1{411 ]{422 _(5\4) .
Von Wigner und Racah wurden mit gruppentheoretischen Hilfsmitteln explizite Formeln
zur Berechnung der CGC entwickelt. Sie sind recht umsténdlich, fiir die meisten Zwecke
reichen die in der Literatur verfiigbaren Tabellen aus. Man kann aus ihnen eine Reihe einfa-
cher Eigenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten ableiten. Bei der Kopplung von zwei
Drehimpulsen mit den Quantenzahlen J; und Jy gilt fiir den resultierenden Drehimpuls
mit J die Dreiecksbedingung (“triangular condition”)

Ji—Jo < T < i+ Jo

Ji,Js und J miissen also ein Dreieck bilden. Weiter mufl dessen Umfang ganzzahlig sein
(“integer perimeter rule”). Da wegen der mit Bahn- und Spindrehimpuls verkniipften ma-
gnetischen Momente zwischen diesen eine Wechselwirkung besteht, bleiben die Teildrehim-
pulse, im Gegensatz zum Gesamtdrehimpuls, nur dem Betrage, aber nicht der Richtung
nach erhalten. Sie fithren daher eine Prizessionsbewegung um die Richtung des Gesamt-
drehimpulses aus (,, Vektormodell* des Atoms).

Fiir ein Elektron in einem Zentralfelsd spielen Bahndrehimpuls L und Spin S die Rollen
von J1 und J9 mit den Quantenzahlen J; =1, .J, = % Da der Spin den festen Betrag %
hat, liefert die Dreieckskonstruktion als mdgliche Werte

j=1+1.
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Zu gegebener Haupt- und Nebenquantenzahl n und | gehoren die ungekoppelten Zustands-
vektoren |nlm;ms), die eine Basis des Zustandsraumes bilden. Durch die Kopplung von
L und S zu J ergeben sich die Zustandsvektoren |nljm), die ebenfalls eine eine Basis
bilden. Der Zusammenhang zwischen beiden wird geliefert durch

|nljm) = Z (Imy 3 mg|l 3 5m) nlmms) .
ms=+1/2

Dabei ist m; = m — mg. Die Auswertung des CGC ergibt

Inll+im) = 2l+12 nlm+i —1) 21—1—12‘ Im—% +1)
l+m—3 l—m—1
Inll—1m) = 2l+12\nlm+% —1) 2l+12\nlm—% +3)

Beide Basissysteme sind gleich gut zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenzustindes
des Hamiltonoperators

. h?

Hy=-—V*+V

0 o VT (r)

geeignet. Da er sowohl mit allen Mitgliedern des ungekoppelten C.5.C.O. fr, I:Q, L,, S, als
auch mit allen Mitgliedern des gekoppelten C.S.C.O. f,, L%, J2, J, kommutiert, ist seine
Matrix sowohl in der Basis der |nlm;ms) als auch in der der |nljm) diagonal:

<ﬁiml ms“{[ﬂ‘nlml ms) = 5(ﬁan)5([al)é(mlaml)é(mmms)Enl
(nljm|Holnljm) = 6(i,n)8(l,1)6(j,§)d(m,m) En ,

und seine Eigenwerte F,; sind 2(2] + 1)-fach entartet. Im Falle des Coulombfeldes mit der
Kernladungszahl Z tritt zusétzlich [-Entartung auf:

Zmypeg 1
2h2 n2 '

n =

Bei Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung ist

A

ﬁ:ﬁo-l-ﬁso:ﬁo-l-f(’r)t-s.

Bei der Matrix von H,, treten in der ungekoppelten Basis in m; und m, nichtdiagonale
Matrixelemente auf, da wegen

[L-8,L,)=—[L-8,5,] #0

H so weder mit f}z noch mit Sz kommutiert. Dagegen ist

[L-8,J.]=0.
Das folgt natiirlich auch direkt aus der Tatsache, daf die Spin-Bahn-Wechselwirkung als in-
nere Wechselwirkung des Systems die Kugelsymmetrie des Hamiltonoperators nicht stort.
In der gekoppelten Basis ist ihre Matrix daher diagonal in j und m. Da L mit S kommu-
tiert, ist . R R

J2=(L+8)?*=L2+52+2L-§ .

Andererseits gilt fiir den Elektronenspin

S2 = 3p27

s lw
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und man erhilt durch Auflésen nach L-S

(nljm|L-8nljm) = 1h?8(n,n)o(1,1)(7,§)d(m,m) [5(5 +1) =11 +1) - 3] .

2

Mit der Definition -
Gu = [ PH) ) r
0

ergeben sich dann als Diagonalelemente (Eigenwerte) der Spin-Bahn-Wechselwirkung
(nljm|Hyolnljm) =3 [i(j + 1) =10 +1) = 2 -

Sie hingen von j und ! ab, die I-Entartung ist also auch fiir das Coulombfeld aufgeho-
ben, wihrend die m-Entartung bestehen bleibt. Diese Schlufifolgerung ist allerdings nicht
stichhaltig, da es neben der Spin-Bahn-Wechselwirkung weitere relativistische Effekte 2.
Ordnung in osz s gibt, wie zum Beispiel die Massenverénderlichkeit des Elektrons, die in die-
ser Ndherung ebenfalls beriicksichtigt werden miissen. Das Ergebnis ist dann das gleiche,
das man erhilt, wenn man in der aus der Diracschen Theorie folgenden Beziehung

Z2 o> ~1/2
Eniy = mo(;?{ [1 + o \/(j = %);‘S_ Zza%sy] - 1}

bis zu Termen in a% s entwickelt:

2o L & (s ik
2

Enlj == 2h2 n2

n2

Die [-Entartung bleibt also bestehen, und zum Beispiel haben die beiden Wasserstoff-
Niveaus n = 2,1 =0,j = 5 = 2s1)5 und n = 2,1 = 1,j = § = 2p;), die gleiche Energie.
Beriicksichtigt man allerdings auch noch die Wechselwirkung des Elektrons mit den
Schwankungen des elektromagnetischen Vakuumfeldes, so besteht zwischen 2s;/,, und
2py 2 eine geringe Energiedifferenz (“Lamb-Retherford shift”), die die I-Entartung aufhebt.

e) Paritét

Bisher wurde nur die Drehgruppe SO(3) behandelt. Sie ist eine Untergruppe der orthogo-
nalen Gruppe O(3), der Drehspiegelgruppe. Umgekehrt 148t diese sich als direktes Produkt
der Drehgruppe SO(3) und der Spiegelgruppe G schreiben:

0(3) =S0(3) x G .
Die Gruppe G enthilt nur die beiden Elemente 1 und II, wobei gilt:
1-1=1-T=1 , 1-T=MI-1=1I.

Es handelt sich also um eine zyklische Gruppe der Ordnung 2.
Im Raum der Ortsvektoren wird die Wirkung des Operators I gegeben durch

IIr=—1r.

Er bedeutet also die Spiegelung am Ursprung, in kartesischen Koordinaten ist



und in Kugelkoordinaten entsprechend
r=r, 9 =0-9,¢=p+m.

Drehung und Spiegelung sind miteinander vertauschbar, daher gilt zum Beispiel

[M,D.(a)]=0 <« [I,J]=0.

Physikalische Groflen beziehen sich immer auf den dreidimensionalen physikalischen Raum,
sie sind insoweit geometrische Gebilde. Charakterisiert werden sie zunéchst durch ihr Ver-
halten bei Drehungen im Raum. Danach unterscheidet man einerseits Tensoren der Stuke
k, deren 3¥ Komponenten neben einer 3*-dimensionalen reduziblen zu einer (2k + 1)-
dimensionalen irreduziblen Darstellung fithren, und Spinoren mit einer 2k-dimensionalen
irreduziblen Darstellung. Daneben ist aber auch das Verhalten bei Spiegelungen wich-
tig. Wéahrend Orts- und Impulsvektoren bei einer Spiegelung in ihr Negatives iibergehen
(polare Vektoren), bleibt der Drehimpulsvektor als ihr vektorielles Produkt unveréindert
(axialer Vektor). Solche Vektoren werden auch als Pseudovektoren bezeichnet. Das skalare
Produkt zweier skalarer Vektoren ist ein Tensor der Stufe 0, ein Skalar, der sich bei einer
Spiegelung nicht &ndert. Das gleiche gilt auch fiir das skalare Produkt von zwei axialen
Vektoren. Im Gegensatz dazu wechselt bei einer Spiegelung das skalare Produkt aus einem
polaren und einem axialen Vektor sein Vorzeichen (Pseudoskalar). Ein wichtiges Beispiel
dafiir ist das Volumen des von drei polaren Vektoren aufgespannten Parallelepipeds:

V=a(bxc),

das auch als Spat- oder Determinantenprodukt bezeichnet wird. In entsprechender Weise
werden iiber ihr Transformationsverhalten bei den Operationen der O(3), also bei Drehun-
gen und Spiegelungen, Tensoren und Pseudotensoren sowie Spinoren und Pseudospinoren
definiert. Die Spinvariable o steht fiir die beiden Komponenten eines Drehimpulses, sie
behilt daher bei Spiegelungen, anders als die Ortsvariable 7, ihr Vorzeichen bei. Das glei-
che gilt fiir den Zweierspinor vy, (o), der in der Wellenfunktion eines Einelektronensystems
auftritt.

Benutzt man zur Darstellung der Spiegelgruppe als linearen Vektorraum den (unendlich-
dimensionalen) Hilbertraum der Zustandsvektoren |1), so gilt fiir die Eigenvektoren des
Spiegelungsoperators

My)=nly) — M) =n|y).

Andererseits ist aber I12 = 1, fiir den Eigenwert 7 folgt also
71'2 =1 — T==1.

Die durch IT dargestellte Observable heifit Paritit, ihre Eigenzustinde zum Eigenwert
m = +1 werden als von gerader Paritit oder “even” bezeichnet, entsprechend die zu
m = — 1 als von ungerader Paritit oder “odd”.

Fiir ein abgeschlossenes Einelektronensystem sind kinetische und potentielle Energie und
damit auch die Gesamtenergie, der der Hamiltonoperator H entspricht, Skalare:

M,p2] =ML, V(r)]=0 — [,H=0.

Die Paritét ist in diesem Fall also eine Erhaltungsgrofie, die aus der Spiegelungssymme-
trie des Systems folgt. Sie hat kein Gegenstiick in der klassischen Mechanik, da es, im
Gegensatz etwa zur Drehsymmetrie, keinen stetigen Ubergang vom urspriinglichen in den
gespiegelten Zustand gibt.

90



Betrachtet man im Zustandsraum die Eigenvektoren |« E) von H, die ja eine Basis bilden,
so ergibt sich aus der Vertauschbarkeit von H und II

MkE) = Z Kk E).

Wenn der Energie-Eigenwert E nicht-entartet ist, folgt daraus, dafl der zugehorige Eigen-
zustand eine wohldefinierte Paritéit besitzt. Bei entarteten Eigenwerten mufl das aber nicht
der Fall sein. Ein Beispiel dafiir liefert das System aus einem Elektron in einem Zentralfeld.
Hier bilden die Spinorbitale

wnlmlms (7’, ?97 ©s 0) = Ry (7’) Y'lml (79’ (P) Umg (U)

eine Basis des Zustandsraumes. Bei einer Spiegelung dndern sich die Faktoren R,; und
v, nicht, fiir den Winkelanteil gilt aber

Vi (m =9, 0 + 1) = (—=1)" Vi, (8, 0) .

Ein solcher Zustand hat also eine wohldefinierte Paritit 7 = (—1)!, die aber keine zusétz-
liche Erhaltungsgrofie darstellt, da sie ja schon durch [ festgelegt wird. Zusténde, die sich
nur in m; oder my unterscheiden, gehoren zwar zum gleichen Eigenwert der Energie (m-
Entartung), gehen aber trotzdem wegen

[ﬂaf/z] = [ﬂagz] =0

bei einer Spiegelung nur in ein Vielfaches von sich selbst iiber, haben also ebenfalls ei-
ne wohldefinierte Paritit. Fiir ein Elektron im Coulombfeld tritt aber zusétzlich die I-
Entartung auf, die zu einer Parititsmischung fithren kann.

Die beiden Zusténde [n =21 = 0m = 0) =2s,,, und |n = 21 = 1m = 0) =2p,,, des Wasser-
stoffatoms (ohne Beriicksichtigung des Spins) haben die gleiche Energie, aber verschiedene
Paritdt. Aus ihnen etsteht durch Uberlagerung der parabolische Zustand

In=2k=4+1m=0)=—5=(n=2l=0m=0)+n=2l=1m=0)),

S

der keine wohldefinierte Paritét hat. Bei einer Spiegelung geht er iiber in

Mn=2k=+1m=0) %(\nz2l=0m=0)—|n=2l=1m=0))

In=2k=—-1m=0),

also einen anderen parabolischen Zustand.

Fiir abgeschlossene Systeme mit elektromagnetischer oder starker Wechselwirkung kom-
mutiert der Hamiltonoperator mit dem Spiegelungsoperator, die Paritét ist daher eine
Erhaltungsgrofie. Das ist insbesondere der Fall fiir Atome und Molekiile einschlieflich ih-
rer Tonen. Es existiert dann eine Basis von Zustandsvektoren |k 7 J M) aus gemeinsamen
Eigenvektoren der Operatoren 1, jQ, J,, und fiir die Paritit gilt ein Erhaltungssatz. Da
der Operator der schwachen Wechselwirkung im Gegensatz dazu nicht spiegelungsinvariant
ist, bleibt die Paritit beim [-Zerfall nicht immer erhalten (,,Sturz der Paritit“).
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KAPITEL 6: MEHRTEILCHENSYSTEME

In den vorangegangenen Kapiteln wurden fast ausschlieflich Einteilchensysteme behan-
delt, die einzige Ausnahme bildete die Beriicksichtigung der Mitbewegung des Kerns beim
Wasserstoffatom.In diesem Fall handelte es sich um zwei verschiedene Teilchen: Elektron
und Proton. Eine vollig neue Situation ergibt sich fiir Systeme, in denen zwei oder mehr
Teilchen identisch sind, also zum Beispiel fiir Atome mit mehreren Elektronen.

Fiir Systeme aus identischen Elementarteilchen miissen alle Eigenschaften und damit al-
le Operatoren im Zustandsraum invariant gegeniiber einer Vertauschung von zwei dieser
Teilchen sein. Wenn Py, den Operator bedeutet, der im Zustandsvektor oder in der Wel-
lenfunktion die Rollen der Teilchen ¢ und & vertauscht, muf} also gelten

[Py, Al =0 .

Daraus folgt fiir Systeme mit N > 2 identischen Teilchen die Invarianz der Observablen
gegeniiber beliebigen Permutationen

(20N
21 72 13 ... IN

dieser Teilchen, denn jede solche Permutation 148t sich auf eine Reihe von Vertauschun-
gen von je zwei Teilchen zuriickfithren. Diese ist zwar nicht eindeutig bestimmt, aber ihre
Anzahl stets entweder gerade oder ungerade. Im ersteren Fall spricht man von einer gera-
den Permutation mit der Paritit ¢, =41 im zweiten von einer ungeraden mit der Paritét
€a = —1. Mit P, als dem Operator, der die Rollen der N Teilchen im Zustandsvektor
permutiert, gilt dann o
[P, A] =0 .

Wenn die Teilchen trotz ihrer identischen Eigenschaften grundsétzlich unterscheidbar sind.
wie es in der makroskopischen Physik stets der Fall ist, erzeugt die Permutation im allge-
meinen einen anderen Zustand des Systems:

W)’> = pa |¢) :
Wenn insbesondere |4) ein Eigenvektor von H zum Eigenwert E ist, gilt
H ') = H(P, ) = HP, |¢) = PH [4)) = Py E |4)
= E(P|y) = EY),

|4") ist also ebenfalls ein Eigenvektor von H zum Eigenwert F, dieser ist also N!-fach
entartet (Austauschentartung). Das gleiche gilt auch fiir alle anderen Observablen A.

Wenn dagegen die Teilchen grundsétzlich ununterscheidbar sind, wie es in der mikrosko-
pischen Physik gilt (Prinzip von der Ununterscheidbarkeit der Elementarteilchen), bleibt
ein Zustand, der ja durch die Gesamtheit aller kompatiblen Messungen festgelegt wird,
bei einer Vertauschung von zwei der identischen Teilchen unverdndert. Der zugehorige
Zustandsvektor kann sich dabei also nur um einen unimodularen Phasenfaktor &ndern:

Py, [9) = " |4) .

Eine zweimalige Vertauschung erzeugt aber wieder die urspriingliche Reihenfolge, daher
folgt
P2=1 = eM=1 o " =41.
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Da der Vertauschungsoperator mit jedem anderen kommutiert, ist jeder mit dem Prin-
zip von der Ununterscheidbarkeit der Elementarteilchen vertrigliche Zustandsvektor ein
Eigenvektor von Py, zu einem dieser beiden Eigenwerte, also, anders als bei der Spiege-
lungsparitit, entweder symmetrisch:

P [9) = +1v)

oder antisymmetrisch )

P [9) = —|4) .
Wenn ein Zustandsvektor [¢)) dieser Bedingung nicht geniigt, stellt er keinen méglichen
Zustand des Systems dar. Man kann aus ihm aber mit Hilfe des Symmetrisieroperators S
oder des Antisymmetrisieroperators A Zustandsvektoren erzeugen, die eine wohldefinierte
Symmetrie besitzen:

SI) = = 3 Puld)
Al = = Yea Pal)

Dabei geht die Summation iiber alle Permutationen a der N Teilchen, die ¢, sind die
zugehorigen Paritidten. Die Operatoren S und A sind idempotent:

§P=8§ , A=A,
sie stellen Projektoren auf zwei Teilrdume des Zustandsraumes dar.

Jedem Satz von Eigenwerten eines C.S.C.0. sind auf diese Weise zwei Zustandsvekto-
ren zugeordnet, die N!-fache Austauschentartung reduziert sich damit auf eine zweifache
Entartung. Alle Matrixelemente eines Operators, die Zustinde verschiedener Symmetrie
verkniipfen, verschwinden aber, denn eine Vertauschung zweider Teilchen 148t den Opera-
tor und einen der beiden Zustandsvektoren invariant, wihrend gleichzeitig der andere und
damit das Matrixelement sein Vorzeichen wechselt. Andererseits bleiben aber die Zusténde
und damit auch das Matrixelement bei einer solchen Vertauschung unverindert.

Das Pauli-Prinzip besagt nun, daf} fiir eine gegebene Teilchenart immer nur eine der beiden
Symmetrien realisiert ist, die Austauschentartung wird damit vollstindig aufgehoben. Fiir
Teilchen mit ganzzahligem Spin (Bosonen) miissen alle Zustandsvektoren symmetrisch, fiir
Teilchen mit halbzahligem Spin (Fermionen) antisymmetrisch sein. Diese Zuordnung ist
aus der nicht-relativistischen Quantenmechanik nicht ableitbar, aber mit ihr kompatibel.

Mehrelektronenatome

Elektronen sind wegen ihres halbzahligen Spins Fermionen, der Zustandsvektor eines Meh-
relektronensystems miis daher antisymmetrisch gegeniiber der vertauschung zweier Elek-
tronen sein. Ein Mehrelektronenatom (oder Ion) besteht aus einem Kern der Ladungszahl
Z und N Elektronen. Wegen der im Verhéltnis zu der der Elektronen sehr grofien Masse
des Kerns wird im folgenden von seiner Mitbewegung ebenso abgesehen wie von seinem
Spin, seiner endlichen Ausdehnung und seinen elektrischen und magnetischen Multipol-
momenten, er wird durch das raumfeste Coulombfeld einer Punktladung ersetzt. Bei Ver-
nachlissigung aller relativistischen Effekte ist dann der Hamiltonoperator des Systems in
der Orts-Spin-Darstellung gegeben durch

2 2
Zej eh

A= (- pvi- 2O 5

2m0 Tk kj<k Tk
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Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung
I:.Tw(rl,al,...,rN,oN) = ET/)(’I"l,Ul,...,’I"N,UN)

hat als Losung Wellenfunktionen ¢ (rq,01,..., 7N, 0n), die im allgemeinen nicht antisym-
metrisch gegeniiber der Vertauschung zweier Elektronen sind, und daher nicht dem Pauli-
Prinzip geniigen. Zur Beschreibung des Systemzustandes geeignete Wellenfunktionen
erhélt man durch Antisymmetrisierung von 1.

/lz(rlao-la"'arNao-N) :A¢(rlaala"'arNaaN) .

Im vorliegenden Fall ist eine Separation der Schriodinger-Gleichung wegen des letzten
Terms von H, der die Abstolung der Elektronen untereinander beschreibt, ebensowenig
moglich wie im entsprechenden Fall des Dreikorperproblems in der klassischen Mechanik.
Man ist daher auf Ndherungsmethoden angewiesen. Dazu betrachtet man den Operator

N 2 2
. h Ze
HO_— E f(——V%——O),

k=1 2m0 Tk

der einem System von N Elektronen entspricht, die sich unabhéingig voneinander im Felde
des Kerns bewegen (“independent particle model”, IPM). Seine Eigenfunktionen bilden,
wie die jeder Observablen, eine Basis des Zustandsraumes. In ihr ist zwar seine eigene

Matrix, aber nicht die von
o2

N
Z _0

i<k
und damit auch nicht die von H, diagonal. Durch Diagonalisierung der letzteren ergeben
sich dann im Prinzip die Eigenwerte und Eigenfunktionen von H, wegen der unendli-
chen Dimension des Zustandsraumes 148t sich dieses Verfahren aber nicht unmittelbar

durchfithren, sondern muf}, wie in der klassischen Himmelsmechanik, durch eine Stérungs-
rechnung ersetzt werden. Bei der Zerlegung

I:I=I:IU—|—V

in ungestorten und Stoéroperator tritt aber hier das Problem auf, daf}, anders als in der
Himmelsmechanik, diese beiden von der fast der gleichen Groéfienordnung sind.

Die wesentliche Wirkung der Abstoflung durch die anderen Elektronen ist eine teilweise Ab-
schirmung des Kernfeldes, die in erster Naherung durch ein sphérisch-symmetrisches Ab-
schirmpotential v(r) beschrieben werden kann. Durch die Zerlegung

2

H—Z ——vk—ﬁﬂ(rk)nZ( 20 _o(re)) = He 4V

2m0
k=1 j<k

148t sich dann erreichen, dafl die Stérung durch V sehr viel schwiicher ist, ﬁIo aber trotzdem
ein System unabhéngiger Elektronen beschreibt (Hartree-Fock-Verfahren).

Fiir ein System unabhéngiger Teilchen, beschrieben durch Hy oder Jig 0, hat der Hamilton-
operator die Form

N A
= ZHk 3
k=1
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wobei Hj, nur auf das k. Elektron wirkt. Dann li6t sich die Schrodinger-Gleichung durch
den Produktansatz

N
P(ri,o,. . v on) = [ ve(re, ox)

k=1

separieren und zerfillt in NV identische Gleichungen fiir die 1, der Gestalt
Hy i (rk, 0k) = By (v, o%).
Dabei treten die Separationskonstanten Ey, Fs ..., Eyx auf, mit
Ey+Ey+...+Ex=FE.

Jede dieser Gleichungen beschreibt ein Elektron, das sich in einem Zentralfeld V' (r) — bei
Hj in einem Coulombfeld — bewegt, und 148t sich in Kugelkoordinaten separieren. Die dabei
auftretenden Lésungsfunktionen sind Spinorbitale , die durch jeweils vier Quantenzahlen
ng, lg, My, mgy festgelegt werden:

wnklkmlkmsk (rka Uk) = Unylpmyy (Tk) Uy, (Uk) )

wobei der zugehorige Energiewert Ej nicht von my und mg; — bei Hy auch nicht von
I — abhingt (m-Entartung). Das Gesamtsystem wird beschrieben durch eine Produkt-
Wellenfunktion (PWF) mit dem Satz von 4N Quantenzahlen

n1limpp mgi nalompgmea ... v Iy muny msur -

Dabei sind jeweils vier der Quantenzahlen einem bestimmten Elektron zugeordnet. Die
Gesamtenergie F hingt nur von dem Teilsatz

nlllnglg anN s
der Konfiguration, ab und ist daher g-fach entartet mit
9=202L1 +1)2(2ly+1)...2(2lx +1) .

Das Paar ng,l; von Quantenzahlen legt eine Schale fest, zwei Elektronen, die der glei-
chen Schale angehdren heifilen dquivalent. Der Aufbau einer Konfiguration aus Schalen
dquivalenter Elektronen wird angegeben durch

nlliVanléVQ---"ml%m , Ni+No+...+ N, =N.

Die auf diese Weise konstruierte Produkt-Wellenfunktion aus N Spinorbitalen ist zwar
eine Losung der Schrodinger-Gleichung fiir Hy, geniigt aber nicht dem Pauli-Prinzip und
muf} daher antisymmetrisiert werden. Dabei entsteht eine Determinanten-Wellenfunktion
(DWF), auch Slater-Determinante genannt:

Y1(r1,01) Pi(ra,00) ... Yi(ry,on)
T/_J(m,m,...,mv,azv):\/% Va(ri,on) dalrz o) - alrw.ow)

Yn(r1,01) 1/)N(7’.2., 032) /@bN(T"].V.a oN)

Bei ihr gibt es keine eindeutige Zuordnung von Quantenzahlsitzen ny [ m, mgp bzw.
Spinorbitalen zu bestimmten Elektronen mehr, jedes Elektron befindet sich in jedem
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Spinorbital. Das Pauli-Prinzip fithrt dann fiir ein solches System von unabhéngigen (nicht-
wechselwirkenden) Elektronen zu der Forderung, daf} keine zwei Spinorbitale in allen Quan-
tenzahlen iibereinstimmen diirfen.

Bei dem hier betrachteten System bewegen sich die N unabhéngigen Elektronen im Cou-
lombfeld eines Z-fach geladenen Atomkerns, unter Umstdnden modifiziert durch ein eben-
falls radiales Abschirmfeld. Dabei ergibt sich fiir die einzelnen Elektronen ein Satz von
moglichen Zusténden, denen 2(2] + 1)-fach entartete Energiniveaus (Schalen) entsprechen.
Da nach dem Pauli-Prinzip jeder dieser Zustinde nur von einem Elektron besetzt sein
darf, konnen sich auch im tiefsten Energiezustand des Gesamtsystems nicht alle Elektro-
nen in der tiefsten Schale befinden, sondern miissen zunehmend héhere Schalen besetzen,
was zu den Verteilungsmustern der verschiedenen Atome (chemische Elemente) mit den
daraus folgenden Eigenschaften fiihrt. Bei Energiezufuhr — zum Beispiel durch Strahlungs-
absorption oder Stofiprozesse in heiflen Gasen — werden einzelne Elektronen in hdéhere
Energiezustéinde gehoben und hinterlassen Liicken.

Fiir ein entsprechendes System von freien Elektronen (Z = 0) fithrt das Pauli-Prinzip zu
ganz dhnlichen Konsequenzen. Die moglichen Zusténde fiir ein einzelnes Elektron unter-
scheiden sich in der kinetischen Energie. Thnen entsprechen die Zellen des Phasenraumes
von der Grofle h®. Jede dieser Phasenzellen kann nur von maximal zwei Elektronen, mit
verschiedenen Spinkomponente, besetzt werden. Auch am absoluten Nullpunkt der Tem-
peratur miissen die Elektronen daher Zustinde mit zunehmend héherer Energie bis hin zur
Fermi-Grenze besetzen. Bei T' > 0 werden wieder einzelne Elektronen {iber diese Grenze
hinaus in hohere Energiezustéinde gehoben und ergeben damit die Fermi-Dirac-Verteilung.

Bei Beriicksichtigung der Coulombwechselwirkung (Abstoflung) zwischen den Elektro-
nen ist die Schrodinger-Gleichung eines Systems von N Elektronen nicht mehr se-
parabel. Die Produkt- und Determinanten-Wellenfunktionen sind dann keine Eigen-
funktionen von H mehr, bilden aber nach wie vor als Eigenfunktionen von Hy ei-
ne Basis des Zustandsraumes. Sie sind gemeinsame Eigenfunktionen des C.5.C.O.
f,q,L 1,L21,Sz1,...,er,L NsL.n,S,ny zu jeweils einem Satz von Quantenzahlen
nilymy ... ny Iy miy msy. In ihr ist die Matrix von H nicht diagonal, in vielen Fillen
sind aber die Matrixelemente zwischen Determinanten-Wellenfunktionen, die zu verschie-
denen Konfigurationen gehoren, klein gegeniiber denen innerhalb einer Konfiguration. Die
Quantenzahlen nqly ... ny Iy sind dann zwar nicht exakt, aber noch “gut,. In diesem
Fall 148t sich das Problem der Diagonalisierung der Energiematrix in eine Reihe von Teil-
problemen fiir jeweils eine Konfiguration zerlegen, wobei der Rang der entsprechenden
Matrix und damit der Grad der zugehorigen Sikulargleichung gleich dem statistischen
Gewicht (Entartungsgrad) der betreffenden Konfiguration ist. Matrixelemente sind dann
nur zwischen solchen Basisvektoren zu berechnen, die sich ausschlielich ind den m;;, mg;
unterscheiden.

Fiir ein Mehrelektronensystem sind wegen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen kol-
lektive Eigenschaften wie der Gesamtdrehimpuls besonders angemessen. Durch Drehim-
pulskopplung 18t sich daher im allgemeinen erreichen, dafl diese Matrizen in eine Anzahl
von Untermatrizen zerfallen, wodurch der rechnerische Aufwand erheblich reduziert wird.

Obgleich der hier betrachtete nichtrelativistische Hamiltonoperator keine spinabhingi-
gen Anteile enthilt, sind seine Eigenwerte wegen der durch das Pauli-Prinzip geforder-
ten Antisymmetrie der Wellenfunktion von der relativen Ausrichtung der Elektronenspins
abhiéngig. Dieser Effekt ist eine Folge der elektrostatischen Wechselwirkung (Coulomb-
Wechselwirkung) der Elektronen und von gleicher Grofienordnung wie diese. Er wird als
Austausch-Wechselwirkung bezeichnet.
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Zur ersten angeregten Konfiguration 1s2s des Heliumatoms gehoren vier Zustinde von Hy
mit den Produkt-Wellenfunktionen

100 +%200 —%) = Yyija4172 = wis(P1) vprya(on) uzs(r2) via/2(02

100 —%200 +%) = Y_1j241/2 = Uis
100 —%200 —%) = Y_1jam1y2 = w1s(r1) v_ 1/2(01)U2s(7'2)1) 1/2(02

>

(r1) (1) uas (r2) (02)

|100 +%200 —%) = 1/)+1/2_1/2 = uls(rl)v+1/2(0'1)1t25(7'2)’!) 1/2(02)
(r1) (1) uas (r2) (02)

)

Durch Antisymmetrisierung werden daraus die Determinanten-Wellenfunktionen
1;+1/2+1/2 = %[uls(rl)u%(?’?) - u25(1"1)u15(1"2)] U+1/2(01)U+1/2(02)

1/_41/271/2 = %[uls( )U+1/2(01)uzs(7‘2)v 1/2(02) - u2s(7‘1)U71/2(01)Uls(7‘2)U+1/2(02)]
1;—1/24-1/2 = %[uls(rl)v 1/2 (01)u25(7'2)1)+1/2(02) - U2s(7'1)1)+1/2(01)u15(7'2)1)_1/2(02)]
@—1/2—1/2 = %[Uls(rl)’uas( ) - u25(1"1)u15(1"2)]U_1/2(01)U_1/2(02) .

Sowohl dir v; als auch die t; bilden je eine Basis des Unterraumes zum Eigenwert (in “atomic

units”)
VAN 1 5
E2:——(—+—) __3

2 \n2  n 2

des Operators ﬁo, in der dessen nichtdiagonale Matrixelemente verschwinden:
(i Holr) = (s Holhw) = B S -
Die Antisymmetrisierung dndert also die Eigenwerte von Hy nicht.

Im Gegensatz dazu ist die Matrix des Operators der elektrostatischen Abstoflung V= 6(2)/7‘12
in beiden Basissystemen nicht-diagonal. Da es sich um eine innere Wechselwirkung des Sy-
stems handelt, mufl V' mit jedem Drehoperator und daher auch mit jeder Komponente des
Gesamtdrehimpulses kommutieren:

[V7 jo] = [V7-z’0 + SO] = ﬁ

hat also von Null verschiedene Matrixelemete nur zwischen solchen Zustdnden, die zum glei-
chen Eigenwert
M = mp1 +mpp + me1 + ms2 = ms1 + M2

(li=1l=0 = m; =mp =0) von jo gehoren, also neben Diagonalelementen nur solche
zwischen 1/;2 und 1[)3. Das Diagonalisierungsverfahren fiihrt hier also zu einer Sakulargleichung
2. Grades, kann aber durch Kopplung der beiden Elektronenspins %,msl und %,m 1 52 zu
einem Gesamtspin S, Mg vollstindig vermieden werden. Mit dem Ansatz

Ysus = Y (3ma §malt 3 S Ms) G im.s
ergibt sich fiir die gekoppelten Zustinde
Yy = 1J_J+1/2+1/2
Yo = % (41722172 + $_1/241)2]
1[’14 = 1;71/271/2

_ 1o _
oo = Vo) [Wr1/2-172 — Y—1/241/2] -

Die ersten drei gehéren zu einem Triplett-Term (S = 1) und haben die gleiche Energie, der
letzte bildet einen Singulett-Term (S = 0) mit hoherer Energie. Mit den Abkiirzungen

Ri(r1,7r2) = \/— [uis(r1) w2s (T2) + uas (1) wis (r2)]
Ri(r1,m2) = \/— [uis (1) w2s (T2) — uas (1) w1 (r2)]

fiir Ortsfunktionen, die symmetrisch bzw. antisymmetrisch gegeniiber einer Vertauschung der
beiden Elektronen sind, ergeben sich dann als gekoppelte, antisymmetrische Wellenfunktionen

Y141 = Ra(rl,7‘2)U+1/2(01)U+1/2(U2)

P10 ( )

1o = Ra(r1;r2)v 1/2(01)1) 1/2(02)
( )

[U+1/2(01) v_172(02) —v_1/2(01) v41/2(02)] .

Ra(r1,72) 75 [V41/2(01) v-1/2(02) + v_1/2(01) v41/2(02)]

Yoo = Rs(ri,ro
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Sie lassen sich also als Produkt aus einem Orts- und einem Spinanteil darstellen (diese Zer-
legung ist nur bei einem Zweielektronensystem moglich). Die insgesamt antisymmetrische
Wellenfunktion besteht dabei fiir Triplett-Zustande aus einem antisymmetrischen Orts- und
einem symmetrischen Spinanteil, fiir Singulett-Zusténde ist es umgekehrt. Im ersten Fall ver-
schwindet der Ortsanteil und damit die Wellenfunktion fiir 71 = 72 und ist in der Umgebung
dieser Stelle dem Betrage nach klein. Elektronen mit gleicher Spinrichtung weichen einander
also aus. Solche Bereiche tragen daher fiir Triplett-Zusténde relativ wenig zur (positiven) Ab-
stoBungsenergie bei. Fiir Singulett-Zustédnde, bei denen die beiden Elektronen verschiedene
Spinrichtungen haben, gibt es diesen Ausweich-Effekt nicht, und die Abstoflungsenergie ist
grofer. Sie liegen daher energetisch hoher als die Triplett-Zustande.
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KAPITEL 7: STORUNGSRECHNUNG

Eine exakte Losung der der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung

o .
A
"ot

ist nur in wenigen Fillen mdglich. Die ihr in der klassischen Mechanik entsprechende
Hamilton-Jacobi-Gleichung

S
2 _H
ot
wird als gelost betrachtet, wenn sie in ihren Variablen ¢y, ..., qs,t vollstindig separabel

ist, sich also in s + 1 gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung zerlegen 148t. Sie
ist nichtlinear, da die Hamiltonfunktion H quadratisch von den 0S/d¢q; abhéngt. Das hat
zur Folge, daf} die auf ihr aufbauende kanonische Stérungstheorie stark vom betrachteten
Problem abhéngt und daher in den Lehrbiichern selten behandelt wird.

Im Gegensatz dazu ist die Schrodinger-Gleichung von 2. Ordnung in den ¢;, aber linear.
Das ermdglicht ein allgemeines Verfahren der Stérungsrechnung, die Rayleigh-Schrédinger-
Theorie. Sie wird hiufig auch in Fillen angewendet, wo das Problem zwar separabel ist,
die entstehenden gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung aber keine einfachen
Losungen haben.

Fiir einen Massenpunkt, der sich in einem Potentialfeld der Form
A
Vi(r) = . + Br cosd

bewegt (Beispiel: Stark-Effekt), ldfit sich sowohl die Hamilton-Jacobi- als auch die
Schrédinger-Gleichung in parabolischen Koordinaten separieren. Die entstehenden gewohnli-
chen Differentialgleichungen haben aber keine Lésungen, die sich nicht in geschlossener Form
durch die elementaren Funktionen ausdriicken lassen. Das gleiche gilt fiir die Bewegung im
abgeschirmten Coulomb-Potential (Debye-Hiickel-Potential, Yukawa-Potential)

2
V(r)=— 670 e /P

)

das in der Plasmaphysik und der Kernphysik eine Rolle spielt.

Der Hamiltonoperator wird in einen ungestorten Anteil und einen Storoperator zerlegt:
H= f{g + V ,

dabei wird vorausgesetzt, dafl das Eigenwertproblem fiir den ungestérten Hamiltonopera-
tor:

Ho ) = EJ )

gelost ist. Der Storoperator V kann im Prinzip von der Zeit abhidngen. Das betrachtete
System ist dann sicher nicht abgeschlossen, denn die Wechselwirkungen zwischen Ele-
mentarteilchen ,altern“ nicht. Es liegt also eine Einwirkung der Umgebung, hiufig ein
elektromagnetisches Feld, vor, und das System hat keine wohldefinierte Energie. Dieser
Fall wird im zweiten Abschnitt behandelt. Im ersten geht es um eine zeitunabhéingige
Stérung eines Systems, das stationire Zustéinde ¥ mit wohldefinierten Energien EY be-
sitzt.
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a) Zeitunabhiingige Storungstheorie

Unter dem EinfluB der Stérung gehen die ungestérten Energieniveaus EU iiber in die
gestorten F,. Dabei sind wieder zwei Fille zu unterscheiden. Wegen der Symmetrie des
Systems konnen einzelne oder alle Energieniveaus entartet sein. Diese Entartung kann
durch die Storung ganz oder teilweise aufgehoben werden, so daf} es zu einer Aufspaltung
kommt.

Fiir das Wasserstoffatom (ohne Beriicksichtigung des Spins) ist der ungestérte Hamiltonope-
rator
h2

Hy=—
0 2m0

2 2
V* — fracegr .

Die Energieniveaus sind n’-fach entartet, der Grundzustand (n = 1) also im Gegensatz zu
den angeregten Zustdnden (n > 1) nicht-entartet. Bei Anlegen eines #ufleren elektrischen
Feldes (Stark-Effekt) verschiebt sich der Grundzustand, wihrend die angeregten Zustinden

zusitzlich aufgespalten werden.

al) Nicht-entarteter Eigenwert

Zum Eigenwert FE,, des ungestorten Hamiltonoperators gehort in diesem Fall nur ein Ei-
genzustand |n?). Unter dem Einflul der Stérung geht er iiber in den Eigenzustand |n) des
gestorten Hamiltonoperators zum Eigenwert F,,. Die Voraussetzung einer kleinen Stérung
wird dadurch erfiillt, da} man
V=AW
setzt und den Fall A < 1 betrachtet. Die Eigenwertgleichung lautet dann
(Hy+AW)|n) = E,|n) .

Zur Losung entwickelt man |n) und E,, in Potenzreihen in A:

In) = [n°) + X|nb) + A%n?) + ...
E,=E +)\E} + N E2+...,
setzt diese in die Schrddinger-Gleichung ein und ordnet nach Potenzen von A:
A (Hy— E%n®) =0
A (Hy - EY)In'y + (W= E})n%) =0
N (Ho = Ep) [n?) ) In') = E7 [n%) =0

Die erste Zeile ist identisch mit der Eigenwertgleichung des ungestorten Hamiltonope-
rators. Wegen der Linearitdt der Schrédinger-Gleichung sind ihre Loésungen nur bis auf
einen konstanten Faktor festgelegt. Man wihlt ihn so, daf die Differenz von |n) und |n°)
orthogonal zu |n?) ist, daraus folgt

(nIn?y =0 , p>1.
Durch Erweitern der 2. Zeile mit (n"| ergibt sich
(n’|Ho — Epln') + (n°|W[n®) — B, =0.

Der Operator Hy ist hermitesch; 148t man ihn nach links wirken, so verschwindet das erste
Matrixelement und es folgt
E, = (n"|Wn") .
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In erster Ndherung dndert sich der Eigenwert der Energie also um den Erwartungswert
des Storoperators V im ungestorten Zustand:

E, ~ ES + (nV|n°) .
Dies ist das wichtigste Ergebnis der Stérungstheorie und findet vielfdltige Anwendung.

Fir das Debye-Hiickel-Potential ist der Stéroperator
2
V=S1—ePY=V(r).
r
Die ungestérte Wellenfunktion des nicht-entarteten Grundzustandes des Wasserstoffatoms
(ohne Beriicksichtigung des Spins) ist (in “atomic units”)
1
1%) = |1s — r)=—e .
10)=fs0) = ()=
Der Erwartungswert des Stéroperators in diesem Zustand ist also

2w 7w oo o0

///167% V(r)r2sin19drd19d<p=4/67% V(r)r?dr
T

0
= / 2 dr — /red(“/D)r dr]

1
=1-(l+55)" "~ = (fir D> 1).

Ein weiteres Beispiel ist der harmonische Oszillator mit einem Stoérpotential der Form

<1SO|V‘1SU>

V(z) = Az .
Hier 148t sich die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung
d? 2m
d—f+—[E——mw = Azx]p =0
durch quadratische Ergénzung auf die Gestalt
d*y  2m A2 1 A2,
o B+ o) — bt e+ )6 =0

bringen. Mit der neuen Variablen u = z 4+ A\/mw? ergibt sich dann wieder die Schrédinger-
gleichung fiir einen harmonischen Oszillator, nur sind die Eigenwerte EQ zu ersetzen durch

0 \?
E,=(n+ )hw—E +2w2’
fiir die Eigenwerte des gestorten Hamiltonoperators ergibt sich also
)\2
E,=E}—- ~—.
" " 2mw?

Die Anwendung der Stérungstheorie 1. Ordnung ergibt andererseits mit W = z
E} = (n°|z|n") .

Bei einer Spiegelung am Ursprung geht eineseits das System in sich selbst iiber, andererseits
z in —z und |n°) in (—1)"|n"). Dabei #ndert das obige Matrixelement aber sein Vorzeichen,
es folgt also
Eir=-E:=0.

Allgemein gilt, dafi der Erwartungswert eines Operators, der bei Spiegelung sein Vorzeichen
dndert, in einem Zustand mit wohldefinierter Paritdt verschwindet. Das 1afit sich auch auf
den Stark-Effekt des Wasserstoffatoms im Grundzustand (ohne Beriicksichtigung des Spins)
anwenden. Hier wird der Storoperator gegeben durch die Wechselwirkung des elektrischen
Dipolmoments des Atoms mit der Feldstirke des angelegten elektrischen Feldes:

V=-F (—er)=eFz,
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wobei Fy hier die Rolle von X spielt. Da der Zustand |nlm) die Paritit (—1)" hat, gilt
allgemein

(nlm|zlnlm) =0.
Im nicht-entarteten Grundzustand des Wasserstoffatoms gibt es also keinen linearen Stark-
Effekt; fiir die angeregten Zusténde ist diese Schlufifolgerung aber nicht giiltig, da sie entartet

sind.

Bemerkenswert ist, dal zur Berechnung der ersten Korrektur E! des Eigenwerts nur die
Zustandsvektoren 0. Ordnung benotigt werden, die Berechnung der Vektoren 1. Ordnung
In') ist daher haufig nicht erforderlich. Zu ihrer Bestimmung erweitert man die Zeile fiir
Al mit dem fiir m # n zu (n°| orthogonalen (m?|:

(m®|Ho — Epln') + (m°|W|n°) — By (m°[n°) .
Die Anwendung von Hy nach links fithrt hier wegen seiner Hermitezitét zu
(Bm = Bp) (m°n') + (m° [ Wn®) = 0 .

Diese Beziehung 148t sich wegen E° # E? nach (m°n!) auflésen, und es ergibt sich in
erster Naherung fiir den gestorten Zustandsvektor

mo ) no
ny ~ % + 3 % m?) |

m#n

Diese Summe erstreckt sich iiber alle von |n°) verschiedenen Zustéinde und kann auch In-
tegrale iiber kontinuierliche Bereiche enthalten. Das kann zu Konvergenzproblemen fiithren
und macht eine Aufsummation in geschlossener Form in der Regel unmoglich. Die Bei-
triige der iibrigen Zustéinde enthalten aber den “Energienenner EJ — EO und werden
deshalb fiir Zustdnde mit grofiem energetischen Abstand klein, so dafl man sich hiufig auf
benachbarte Energieniveaus beschrinken kann.

In der Stérungstheorie 2. Ordnung geht man aus von der Gleichung fiir die Terme in \?
und erweitert sie zunichst mit (n0|:

(n’|Ho = Ep|n®) + (n°|Wn') = Ep(n°[n') + B} (n’[n") .

Hier verschwindet wieder wegen der Hermitezitiit von Hy der erste Term und wegen der
Orthogonalititsbedingung der mit E!. Es entsteht die Beziehung

Ej = (n°|Wn') ,

die auf den ersten Blick dem Ergebnis fiir £} dhnelt, sich aber davon dadurch wesentlich
unterscheidet, daf§ hier auf der rechten Seite fiir [n') in der Regel die obige Reihenentwick-

lung einzusetzen ist:
nt) =3 (m’n")|m")
m#n
damit wird die Energiekorrektur in 2. Ordnung

mo| W |n°) [(m® W |n°)|”

E? = (nO|W|m?) (molWin7) _
ap> B-E %, B

m#n m#n

Es handelt sich also wieder um die gleiche Summation wie oben.
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Fiir das schon oben behandelte Problem des harmonischen Oszillators mit Storpotential folgt
fiir die Korrektur des Energie-Eigenwerts in 2. Ordnung

m°|z|n®)|?
o ; (AR
In diesem Fall ist ES = (n + %)hw und daher
EY —E) =(n—m)hw .
Der Operator z 148t sich durch die Leiteroperatoren @ und & ausdriicken:

h
2mw

T = (a+a' .

Wegen deren Eigenschaften besteht die Reihe aus maximal zwei Summanden:

aym=n-—1: (n—1|a7;|n):\/%(n—uam):”%\/ﬁ
. [ h ) [ h
bym=n+1: (n+1|Z|n) = m(n+1|af\n): m\/m

Durch Einsetzen erhilt man fiir die Energiekorrektur

_ 1
" hw

1

2
E -
" 2mw? ’

(I¢n = Llaln)|* — [(n + 1]a’n)|*) =
in Ubereinstimmung mit der exakten Lésung. In diesem Fall verschwinden alle Stérungsterme
héherer Ordnung.

Im Gegensatz zum linearen Stark-Effekt verschwindet der quadratische Stark-Effekt nicht
aus Parititgriinden. Fiir den Grundzustand des Wasserstoffatoms (ohne Beriicksichtigung des
Spins) ist [n°) = |1s0). Wegen der Eigenschaften der Kugelfunktionen kommen als angeregte
Zusténde |m°) nur die |mp,) in Frage. Damit wird die Energiekorrektur in 2. Ordnung

> _ N [{Lso|£[mpo)
En - Z Eg — E}‘)n )
m=2

wobei die Summation zusitzlich eine Integration iiber positive Werte der Energie (ungebun-
dene Zustinde) enthilt. In “atomic units” ist

0 o _ 1 1.1
Ep—Epn=-30-—3)55,
die etwas umsténdliche Auswertung des Matrixelemts ergibt
) 28 m7(m _ 1)2m—5
2_ 2 m(m—1)""~
[(1s0|2|mpo)|” = 3 (m+1)2mts
Die Reihe 1488t sich nicht ohne weiteres summieren, in diesem Fall ist aber trotzdem eine
Losung in geschlossener Form moglich. Zu diesem Zweck geht man von der urspriinglichen
Beziehung

By = (n"|W|n')

aus und bestimmt |n') direkt aus der Gleichung fiir die Terme mit A', die hier wegen E} = 0
lautet:

(Ho— Ep)|n') = =W |n°)
In der Ortsdarstellung ist das eine inhomogene lineare partielle Differentialgleichung 2. Ord-

nung fiir ¢: . .
V21/)111+2(—m + ;)%11 =—zy) .

Dabei wurden wieder “atomic units” benutzt. In Kugelkoordinaten ist

r

z=rcosd , Yo(r,9,¢)= 1 e~

NG

Die Integration, zum Beispiel durch , Variation der Konstanten“, ergibt

(1+ f) e " cosd .

Yi(r,9,0) = 5

L
e '
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Damit 148t sich das obige Matrixelement auswerten:

27 T 00

—///% e_’"rcosﬂ%r(l—kg)e_’"cos191"25in19drd19d<p
0 0 0

[o%e}

(n°| = r cos?|n')

—o 1 cos®Isinddd | r'(1+ z) e~ dr = — 9 )
T 2 4

0 0

Die Anderung der Energie durch den quadratischen Stark-Effekt ist also AE = — % F2,

a2) Entarteter Eigenwert

Die Eigenvektoren von Hj zum N-fach entarteten Eigenwert (n > 1) bilden einen N-
dimensionalen Unterraum des Zustandsraumes, wobei fiir die N Basisvektoren |nl°) dieses
Unterraumes gilt

Hy[nl® = E2nl® , 1=1,2,...,N.

Die Eigenvektoren |nk) von H erfiillen die zeitunabhiingige Schrodinger-Gleichung
H |nl) = Ep |nk)

und gehen fiir verschwindende Stoérung iiber in Eigenvektoren [nk%) von Hy zum Eigenwert
ES. Diese lassen sich daher darstellen als

N
|nk0) = chl |nl0> .
=1

Durch Reihenentwicklung nach dem Stérparameter A:

Ink) = [nk®) + X |nk') + 2\ |nk?) + ...
Eg = ES+AEL, + N E2 + ...
und Einsetzen in die Eigenwertgleichung von H
(Hy + AW) |nk) = Epy, |nk)
ergibt sich durch Ordnen nach Potenzen von A wie oben:
A (Hy - EDYnk®) =0
A (Hy - E) [nk') + (W — EL) Ink®) =0

Die erste Zeile ist wieder identisch mit der Eigenwertgleichung des ungestérten Hamilton-
operators. Aus der zweiten ergibt sich durch Erweitern mit (nl°|

(nl°|Hy — ES|nkY) + (nl®|W|nk®) = EL, (ni°|nk°) .
Durch Einsetzen der Entwicklung von |nk°) folgt
Y e (n°|Wnl®) = ey Epy, .
l

Das ist ein lineares homogenes Gleichungssystem zur Bestimmung der cy;. Eine nicht-
triviale Losung existiert nur, falls seine Sékulardeterminante verschwindet:

(Wi — EL) Wi Wis
Way (Wae — E})) Was ol
Wy W3 (Wag — EL.) -+ ’



wobei die Abkiirzung W); = (nl®|W|ni°) verwendet wurde. Diese Gleichung vom Grade
N hat N Losungen E}Zk fir k = 1,...,N. Da W hermitesch ist, sind sie alle reell, aber
nicht notwendig verschieden. Die Entartung wird also durch die Stérung in der Regel
nur teilweise aufgehoben. Zu jeder Losung gehort ein Satz von N Koefhizienten ¢y fiir
I =1,...,N, wobei wegen der Normierung gilt

Zczl:]-a
l

sie sind also bis auf einen gemeinsamen unimodularen Faktor festgelegt. Die Zustandsvek-
toren |nk") bilden ebenfalls eine Basis des Unterraumes von Hy zum Eigenwert EO. In ihr
ist die Matrix des Storoperators W diagonal in k, die Diagonalelemente sind

(nk’|Wnk®) = B,

Die Energiekorrektur ist also in diesem Sinne auch hier der Erwartungswert des Stéropera-
tors im ungestorten Zustand. Wie im Fall eines nicht-entarteten Eigenwerts sind die |nkP)
fiir p > 1 durch dieses Verfahren noch nicht eindeutig festgelegt. In Analogie zu der obigen
Festsetzung wird deshalb zusétzlich gefordert, daf§

(nk®|nkP) = (ni°|nkP) =0 .
gilt. Durch Erweitern der 2. Zeile mit (mk®|, m # n ergibt sich
(mk%|Hy — ES|nk") + (mE°|Wnk®) — EL, (mE°|nk®) =0 .
LBt man hier Hy nach links wirken, so folgt wegen seiner Hermitezitét
(E° — E°) (mk°|nk') + (mE°|W|nk°) =0 .
Diese Gleichung 18t sich nach den (mk°|nk!) auflésen. Aus

Ink!) = Z Z(mk%nkl) imk®)

m#n k

ergibt sich dann durch Einsetzen in die Reihenentwicklung von |nk) bis auf Terme 2.
Ordnung in A
—~ 0 (ka\V|nlo) 7.0

im Vergleich zum nicht-entarteten Fall also eine zusétzliche Summation iiber .

Fiir n = 2 ist das Energieniveau des Wasserstoffatoms (ohne Elektronenspin) vierfach entartet
(N = 4). In der Matrix des Stéroperators V des elektrostatischen Feldes (Stark-Effekt) in
der Basis der ungestorten Zusténde |2 I m) verschwinden aus Paritdtsgriinden alle diagonalen
Matrixelemente, ebenso wegen
W, i =0

alle Matrixelemente zwischen Zustinden mit verschiedenen Werten von m, diese Quantenzahl
bleibt also auch mit Stérung “ exakt“. Andererseits ,, mischt W Zustéinde mit verschiedenem
1, diese Quantenzahl ist also, ebenso wie die Paritit (—1)!, fiir die gestorten Zustinde nicht
mehr wohldefiniert. Die beiden einzigen von Null verschiedenen Matrixelemente sind daher
(250|W|2p0) = (2po|W|2s0)*. Hier folgt aus

r

1 _ 1 1 _ 3
—r(1-2)e P —— | 2p)E—=1r’e /%[ cosd
N A LA I S - Vix

[250) =
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fiir das fragliche Matrixelement

27 T o
(250|W |2po) = /zp;so r cos ¥ thop, dr = ///r4(1 - g) e™" cos® sind dr di dy
0O 0 0

2 1 1
= Z (4 — =5 — = —
271'3(4. 25.) Tom 3.

damit ergibt sich als Matrix des Stéroperators

0 0-3F0
= 0 0 0 O
W= -3F0 0 O
0 0 0 O
Die Sikulargleichung lautet
—-E3, 0 —3F 0
0 —-Ei O 0

N2l N2 ]

0o 0 0 -E
Sie hat die Losungen Ey,=-3,Fy=FEj;3=0, B3, =+3.

Einer der Eigenwerte ist also weiterhin entartet. Durch Einsetzen der E, und Bestimmung
der cx; aus dem homogenen linearen Gleichungssystem mit anschliefender Normierung erge-
ben sich die neuen Basisvektoren |2k°):

219 = L (125, m = 0) + |2p,m = 0)
22°) = — |2p,m = +1)

23%) = +|2p,m = —1)

24%) = L (125.m = 0) — |2p,m = 0)) .

Die Zustinde |2 2°) und |2 3°) gehoren zum gleichen (unverinderten) Eigenwert. Sie werden
durch die Stérung nicht verdindert. Insgesamt stimmen die |2 k°) mit den parabolischen
Eigenvektoren iiberein, so ist |2 2°) bis auf das Vorzeichen identisch mit |n = 2,k = 1,m = 0).
Hatte man sie von vornherein als ungestorte Basisvektoren verwendet, so wére die Matrix von
W diagonal gewesen. Die Zustéinde mit m = 0 sind Linearkombinationen aus |2so) und |2po)
und haben daher kein wohldefiniertes und damit auch keine wohldefinierte Paritdt. Alle diese
Zusténde sind dagegen Eigenzustinde von L. zum Eigenwert m und auBerdem Eigenzustéinde
des Operators AZ, der die z-Komponente des Laplace-Runge-Lenz-Vektors darstellt.

Durch die Wirkung der Storung wird die Symmetrie des Systems und damit die darauf
beruhende Entartung im allgemeinen, zumindest teilweise, aufgehoben.

Im vorigen Beispiel ist das Energieniveau mit n = 2 fiir F = 0 vierfach entartet. Durch
das elektrische Feld mit seiner Vorzugsrichtung wird die Kugelsymmetrie und damit die m-
Entartung aufgehoben. Es verbleibt aber die Symmetrie beziiglich einer Drehung um die
z-Achse. Das hat zur Folge, dafl das Energieniveau in drei Unterniveaus fiir m = +1,0, —1

aufgespalten wird, von denen das mittlere zweifach entartet bleibt.

_‘_gzl

In Sonderfillen besteht die Entwicklung nach Potenzen von A nur aus einer endlichen
Anzahl von Termen, die Stérungsrechnung bis zu der entsprechenden Ordnung liefert dann
die exakte Losung des Problems.
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Die Energieniveaus eines Atoms dndern sich auch durch die Einwirkung eines dufleren Mag-
netfeldes (Zeeman-Effekt). Wenn dieses in z-Richtung wirkt und die Feldstirke B hat, gilt
fiir den Operator der Wechselwirkung des magnetischen Dipolmoments des Wasserstoffatoms
(ohne Spin) mit dem &ufleren Feld

A 60

V, = BL, .
2moc

Die Anderung des Energie-Eigenwertes in 1. Ordnung von B, das hier die Stelle von X vertritt,
ist
60h

(nlm|Vo|alm) = nn,i0mm B S

)

denn Vo kommutiert sowohl mit ﬁo als auch mit L2 und ﬁz. Die urspriinglich vierfache Entar-
tung des Energieniveaus n = 2 wird also teilweise aufgehoben, da wegen der Vorzugsrichtung
des Magnetfeldes keine Kugelsymmetrie mehr besteht. Die beiden Zustinde |2s¢) und |2po)
haben aber nach wie vor die gleiche (ungeéinderte) Energie, denn die Drehsymmetrie um die
z-Achse bleibt erhalten. In diesem Fall bleiben auflerdem alle Zustandsvektoren unveriandert,
da der Stéroperator mit dem ungestérten Hamiltonoperator kommutiert, und die Stérungs-
rechnung liefert schon in 1. Ordnung das exakte Ergebnis. Jede Spektrallinie wird dabei in
drei Komponenten mit dem Abstand hAv = AE aufgespalten (,normaler” Zeeman-Effekt,
Zeeman-Triplett).

Im Gegensatz zum Stark-Effekt fiihrt die Beriicksichtigung des Elektronenspins zu einer we-
sentlichen Anderung. Die Wechselwirkung des magnetischen Moments des Spins mit dem
dufleren Feld B wird beschrieben durch

VsziBS‘;
mocC

und ergibt als Energiekorrektur in 1. Ordnung, die wieder das exakte Ergebnis darstellt,

P h
(nlmyms|V|l my Ms) = 0nndii0m;m, Omem, B 200 s
mocC
Zusammen mit dem Beitrag des magnetischen Moments des Bahndrehimpulses, der oben
behandelt wurde, ergibt sich fiir die gesamte Wechselwirkung mit dem Magnetfeld

eoh
2moc

(nlm;mg|V, + Vilnlm;m,) = B (m; + 2m,) = Bup (m; + 2ms,) ,

dabei wurde die Definition des Bohrschen Magnetons up = egh/2moc benutzt. Der Beitrag
des Spins hat zur Folge, dal auch beim Wasserstoffatom die Aufspaltung nicht mehr dem
Zeeman-Triplett entspricht (,anomaler* Zeeman-Effekt).

Unter Umstdnden wird durch die Stérung auch bei beliebig kleiner Amplitude A der Cha-
rakter der Losung vollstindig verdndert. In diesem Fall konvergiert die Stérungsreihe nicht,
trotzdem kann die Entwicklung bis zu einer bestimmten Ordnung physikalisch bedeutsam
sein.

Auch wenn das Zentralfeld sich nur beliebig wenig von einem Coulombfeld unterscheidet,
gibt es keine [-Entartung und damit keinen linearen Stark-Effekt mehr, sondern nur einen
quadratischen Stark-Effekt. Die dabei auftretenden Energienenner sind aber sehr klein und
filhren bei abnehmender Feldstirke zu einem stetigen Ubergang in den linearen Stark-Effekt.

Die exakte Losung der Schrodinger-Gleichung fiir ein Wasserstoffatom in einem homogenen
elektrischen Feld fiihrt zu dem Ergebnis, daf es auch bei beliebig kleiner Feldstérke keine
diskreten gebundenen Zustinde mehr gibt. Die Ursache liegt darin, daf die potentelle Energie

2
V(r,z)z—%%—eng

fiir z — — oo nicht nach unten beschrénkt ist. Es entsteht so in Richtung der z-Achse fiir
jeden Wert der Energie ein Potentialwall endlicher Breite und Hohe, der von dem Elektron mit
endlicher Wahrscheinlichkeit durchtunnelt werden kann. Alle fiir F = 0 gebundenen Zustande

werden dadurch instabil und zerfallen in endlicher Zeit (Feldionisation). Fii schwache Felder
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und tiefliegende Energieniveaus sind diese Zeiten aber so lang, daff die Atome als metastabil
betrachtet werden konnen. Die einzelnen Terme der — nicht-konvergenten — Stérungsreihe
beziehen sich auf solche metastabilen Zustinde. Da die Annahme eines vollstindig isolierten
Atoms eine unrealistische Idealisierung darstellt, wird sich in realen Systemen der Zustand
des Atoms durch duflere zeitabhéngige Storungen in der Regel schon lange vor einem solchen

Zerfall verandert haben.

b) Zeitabhingige Storungstheorie

Da die Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen nicht explizit von der Zeit abhéngen
(nicht ,altern“), gilt das auch fiir den Hamiltonoperator eines abgeschlossenen Systems.
Zeitabhingige Storungen sind daher auf die Einwirkung einer Umgebung zuriickzufiihren.
Da das System dann nicht mehr abgeschlossen ist, bleibt seine Energie nicht erhalten, und
seine Zustidnde sind nicht mehr stationidr. Nur wenn die Zeitabhingigkeit der Stérung
sehr schwach ist (adiabatische Stérungen), kann man von quasistationdren Zustinden
mit zeitabhingigen Energie-Eigenwerten ausgehen und diese nach der zeitunabhingigen
Storungstheorie berechnen, wobei die Zeit ¢ dann nur die Rolle eines Parameters spielt.

Fiir hinreichend schnelle Anderungen mufi man die explizite Zeitabhiingigkeit des Hamil-
tonoperators in der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung beriicksichtigen:

H= I:Ig + V(t) .
Diese ist dann nicht mehr separabel, aber die Eigenfunktionen

U (gi,t) = exp(—%Ek ) ()

des (zeitunabhéngigen) ungestérten Hamiltonoperators Hj stellen nach wie vor eine Basis
des Zustandsraumes dar. Sie gehorchen der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung

Hy0) = E, 09,

haben also eine wohldefinierte Energie und sind stationdr. Das gilt nicht mehr fiir das
allgemeine Integral der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung

h—— = Hy 0"
7 8t 0 3

das sich als Linearkombination von stationdren Losungen schreiben 148t:
1
Qla ch \Ilk qirt) = ch eXp(_ﬁEk t) 1/)2(%) .
k

Die Wellenfunktion ¥(g;,t) des gestorten Zustandes ist eine Losung der zeitabhingigen

Schrodinger-Gleichung

m%—‘f = H(t)¥ = [Hy+ V()]¥

und I48t sich nicht mehr in einen zeitabhingigen und einen ortsabhéingigen Anteil sepa-
rieren. Macht man aber nach Dirac den Ansatz (,, Variation der Konstanten®)

U(git) =Y clt) UR(qit ch ) exp —ﬁEk t) ¢p (i)

k
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mit im allgemeinen zeitabhingigen Entwicklungskoeffizienten ci(¢), so erhilt man nach
Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung

dcy,

Z[ o = 1+ By ck]eXp(—ﬁEk t) Yy = Z (B + V(t)] Cm exp(—%E’m )Y, .

k m

Erweitern mit U} (¢;, t) und Integration itber das Volumen ergibt ein gekoppeltes (,,simul-
tanes“) System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die ¢, (¢):

1h —— Z cpemkt V(1)
k

dabei wurden die Abkiirzungen verwendet:

hmk = B — B, Vik(t) = @2V (8)[40) .

Falls die Storung nur fiir 0 < ¢t < T wirkt und das System sich vorher im stationiren
Zustand mit der Energie E, befand, gilt

cm(0) = 0 -

Nach dem Aufhéren der Storung zum spéteren Zeitpunkt T' ist die Wellenfunktion des
Systems zwar wieder eine Eigenfunktion von Hp, aber im allgemeinen eine Uberlagerung
von verschiedenen W. Die zeitabhéingige Storung fiihrt also zu Ubergiingen aus dem Ei-
genzustand |n) von ETO in andere |m), dabei ist die Wahrscheinlichkeit, daf} es sich zum
Zeitpunkt T im Zustand mit der Energie E,, befindet, die Ubergangswahrscheinlichkeit

Wegen der Anfangsbedingung liefert fiir hinreichend kleine ¢ auf der rechten Seite der

Differentialgleichung fiir ¢,,(¢) nur der Summand mit k& = n einen wesentlichen Beitrag.
Néherungsweise ergibt sich dann

T
enlT) = b [Vt
0

Die Integrationsgrenzen kénnen durch —oo und +o00 ersetzt werden, wenn man die Defi-
nition von V(¢) und entsprechend V;,,(t) ergénzt durch V(¢) = 0 fir ¢t < 0 und ¢ > T.
Durch Fourier-Zerlegung der zeitabhédngigen Storung:

o
V() = (2m)1/2 /W(w) e~ du
erhilt man die Frequenzverteilung mit der Amplitudenfunktion

+oo
W(w) = (27) /2 /V(t) et g

Diese hingt wegen der ergéinzten Definition von V(t) ebenso wie dieses von T ab. Das
gleiche gilt daher fiir ihr Matrixelement

Winn (w) = (40, [ W[90) .
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Durch Vergleich mit der obigen Darstellung von ¢, (¢) folgt dann fiir m # n

Cm(T) = \5—2_7;( Wmn(wmn)

und damit die gleichfalls von T" abhiingige Ubergangswahrscheinlichkeit
2m
Py = ? ‘Wmn(wmn)|2 .

Diese Beziehung wird als “Fermi’s golden rule” bezeichnet. Aus ihr folgt der Resonanz-
charakter des Ubergangs: Die Ubergangsfrequenz wy,, muf im Spektrum von V(£) mit
endlicher Amplitude enthalten sein. Haufig findet man auch eine andere Formulierung,
bei der die Stérung als monochromatisch mit der Frequenz w angenommen wird, dann ist
die Ubergangswahrscheinlichkeit proportional zu §(w — wyp).

Strahlungsiiberginge

Von den vier fundamentalen Wechselwirkungen (Gravitation, elektromagnetische Wech-
selwirkung, starke und schwache Wechselwirkung) ist fiir den Aufbau der Materie im
atomaren Bereich praktisch nur die elektromagnetische Wechselwirkung von Bedeutung.
Entsprechend ist die wichtigste zeitabhéingige duflere Storung die Wechselwirkung mit ei-
nem elektromagnetischen Strahlungsfeld. Grundsétzlich miifiten das atomare System und
das elektromagnetische Feld als wechselwirkendes Gesamtsystem behandelt werden. Im
Gegensatz zum atomaren System hat das elektromagnetische Feld unendlich viele Frei-
heitsgrade und muf} zudem relativistisch betrachtet werden, so dafy dieses Problem in das
Gebiet der Quantenelektrodynamik gehért. In ihrem Rahmen kann neben der erzwunge-
nen Absorption und Emission auch die spontane Emission aus Zustinden erklart werden,
die nach der hier behandelten nichtrelativistischen Quantenmechanik von Systemen mit
endlich vielen Freiheitsgraden stationir sein sollten. Wegen der relativ schwachen Wech-
selwirkung zwischen den beiden Teilsystemen kann man aber hier von der Riickwirkung
des atomaren Systems auf das elektromagnetische Strahlungsfeld absehen und dieses als
duflere Einwirkung betrachten.

Die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit den Elementarteilchen des Sy-
stems erfolgt iiber deren Ladung und wird beschrieben durch die elektrische und magneti-
sche Feldstarke E(r,t) und B(r,t), die ihrerseits aus den elektromagnetischen Potentialen

¢ und A folgen:

10A4
E:—V¢—Eaa—t s B=VxA.

Magnetische Felder sind letztlich bewegte elektrische Felder; das von einer bewegten elek-
trischen Ladung erzeugte Magnetfeld steht zu ihrem elektrischen Feld im Verhéltnis v/e,
ist also im Grunde ein relativistischer Effekt 1. Ordnung in v/c bzw. ays = €3 /hc.

Die Wechselwirkung einer Ladungsverteilung mit einem elektromagnetischen Feld ge-
schieht {iber ihre elektrischen und magnetischen Multipolmomente, also das elektrische
und magnetische Dipolmoment, Quadrupolmoment usw.; die damit verbundene elektro-
magnetische Strahlung wird als E1-, E2-,... bzw. M1-, M2-,... Strahlung bezeichnet. In der
klassischen Mechanik gilt fiir die Hamiltonfunktion eines Teilchens mit der Ladung ¢ in
Wechselwirkung mit einem elektromagnetischen Feld

H=o o LA +q9(r).

- 2m
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In der Quantenmechanik ist entsprechend der Hamiltonoperator fiir ein Wasserstoffatom

e v+ O a2 = D e r)
 2my c r 0 '
Der Term mit A? ist von 2. Ordnung in ats und kann deshalb im allgemeinen vernachléssigt
werden (aber: Laser!), damit wird
h2 2 i . .
VQ—e—O] -I-[—ZciA—eUQZS =Hy+V.

2my T mocC

Fiir eine elektromagnetische Welle sind A und ¢ und damit auch V Funktionen der Zeit.
Im Vakuum haben E und B den gleichen Betrag, die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld
ist daher um den Faktor (v/c)? ~ a% ; kleiner, und man kann sich auf die Wechselwirkung
mit dem elektrischen Feld beschrianken. Hier ist der wichtigste Beitrag der des elektrischen
Dipolmoments:

egp=—E-D , D=—e¢yr.

Die Linienstéirke eines Strahlungsiiberganges wird also bestimmt durch das Matrixelement
des elektrischen Dipolmoments zwischen den beiden beteiligten Zustéinden (E1-Strahlung).
Wenn dieses verschwindet, nennt man den Ubergang ,verboten®. In diesem Fall werden
die Beitrage hoherer Multipolmomente wesentlich (E2- und M1-Strahlung).
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