
One	
  of	
  the	
  most	
  challenging	
  aspects	
  of	
  numerical	
  simula3ons	
  of	
  dust	
  and	
  gas	
  mixtures	
   is	
   the	
  o6en	
  enormous	
  difference	
  between	
  gas	
  and	
  
dust	
  evolu3onary	
  3me	
  scales.	
  Whenever	
  the	
  dust	
  stopping	
  3me	
  becomes	
  much	
  smaller	
  than	
  the	
  gas	
  evolu3onary	
  3me	
  scale,	
  explicit/implicit	
  
integra3on	
   schemes	
   require	
  an	
  excessively	
   large	
  number	
  of	
  3me-­‐steps,	
   and	
  none	
  of	
   the	
  previous	
   SPH	
   schemes	
   in	
   the	
   two	
  fluid	
  approach	
  
(Monaghan	
  &	
  Kocharyan	
  1995	
  and	
  1997;	
  Maddison,	
  Humble	
  &	
  Murray	
  2003;	
  Rice	
  et	
  al.	
   2004;	
  Barriere-­‐Fouchet	
  et	
  al.	
   2005,	
   Laibe	
  &	
  Price	
  
2012)	
  have	
  addressed	
  this	
  problem.	
  In	
  the	
  present	
  work,	
  a	
  method	
  to	
  avoid	
  the	
  3me	
  integra3on	
  of	
  the	
  small	
  dusty	
  grains	
  evolu3on	
  equa3ons,	
  
in	
  the	
  Smoothed	
  Par3cle	
  Hydrodynamics	
  (SPH)	
  two	
  fluid	
  approach	
  is	
  proposed.	
  By	
  assuming	
  a	
  very	
  simple	
  exponen3al	
  decay	
  model	
  for	
  the	
  
rela3ve	
   velocity	
   between	
   the	
   gas	
   and	
  dust	
   components,	
   all	
   the	
   effec3ve	
   characteris3cs	
  of	
   the	
  drag	
   force	
   can	
  be	
   reproduced.	
   Taking	
   as	
   a	
  
reference	
  the	
  recent	
  work	
  of	
  Laibe	
  &	
  Price	
  (2011/12)	
  a	
  series	
  of	
  tests	
  have	
  been	
  performed	
  in	
  order	
  to	
  compare	
  the	
  accuracy	
  of	
  the	
  present	
  
method	
  with	
  a	
  standard	
  integra3on	
  method	
  (Loren-­‐Aguilar	
  &	
  Bate	
  2014).	
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q The	
   effect	
   of	
   the	
   drag	
   force	
   can	
   be	
  modeled	
   as	
   an	
   exponen3al	
   decay	
   of	
   the	
  
rela3ve	
  velocity	
  between	
  the	
  dust	
  and	
  gas	
  components	
   (Loren-­‐Aguilar	
  &	
  Bate	
  
2014)	
  

	
  
	
  

	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  where	
  ts	
  is	
  the	
  stopping	
  3me	
  
	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  	
  the	
  	
  dust	
  grain	
  mass,	
  Ks	
  is	
  the	
  drag	
  force	
  coefficient,	
  Ni	
  is	
  a	
  normaliza3on	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  factor	
  	
  used	
  	
  to	
  	
  	
  avoid	
  	
  	
  fluctua3ons	
  	
  	
  in	
  	
  	
  the	
  	
  	
  drag	
  	
  force	
  	
  	
  if	
  	
  a	
  	
  low	
  	
  number	
  	
  of	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  neighbours	
  is	
  present	
  (Randles	
  &	
  Libersky	
  1996)	
  and	
  is	
  	
  given	
  by	
  
	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  D(h)	
  is	
  the	
  double	
  hump	
  cubic	
  kernel	
  (Fulk	
  &	
  Quinn	
  1996),	
  ν	
  corresponds	
  to	
  the	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  number	
  	
  of	
  spa3al	
  dimensions	
  of	
  the	
  system,	
  	
  mk	
  is	
  the	
  mass	
  of	
  the	
  SPH	
  par3cle,	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  hk	
  is	
  the	
  	
  SPH	
  	
  par3cle	
  	
  smoothing	
  	
  length,	
  and	
  ρ	
  corresponds	
  to	
  the	
  SPH	
  par3cle	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  density.	
  
	
  
q The	
   previous	
   equa3ons	
   cons3tute	
   an	
   approximate	
   solu3on	
   for	
   the	
   Euler’s	
  
equa3ons	
  of	
  a	
  gas/dust	
  mixture,	
  regardless	
  of	
  drag’s	
  strength.	
  Errors	
  no	
  bigger	
  
than	
  a	
  1%	
  have	
  been	
  found	
  in	
  the	
  approxima3on	
  for	
  the	
  performed	
  tests.	
  

	
  
q Exact	
  linear	
  and	
  angular	
  momentum	
  conserva3on	
  is	
  guaranteed	
  by	
  the	
  scheme.	
  
	
  
q The	
  method	
  has	
  been	
  able	
  to	
  obtain	
  at	
  least,	
  in	
  all	
  of	
  the	
  tested	
  cases,	
  the	
  same	
  
results	
  as	
  the	
  explicit/implicit	
  integra3on	
  scheme	
  of	
  Laibe	
  &	
  Price	
  (2012).	
  

q The	
  system	
  is	
  evolved	
  using	
  exclusively	
  the	
  gas	
  Courant	
  3me	
  condi3on.	
  Thus,	
  it	
  
avoids	
   the	
  need	
   for	
   accelera3on	
   recalcula3ons,	
  being	
  many	
  3mes	
   faster	
   than	
  
implicit/explicit	
  methods	
  for	
  highly	
  coupled	
  dust	
  grains.	
  

	
  
q As	
  any	
  SPH	
   two	
  fluid	
  method,	
   it	
  produces	
  an	
  excess	
  of	
  dissipa3on	
  when	
  drag	
  
forces	
  are	
  very	
  intense	
  and	
  dust-­‐to-­‐gas	
  ra3os	
  are	
  close	
  to	
  unity.	
  However,	
  the	
  
method	
  produces	
  much	
  less	
  dissipa3on	
  than	
  the	
  previous	
  methods.	
  	
  

	
  
	
  
	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

viD (t +δt) =
viD (t)−

ν
Ni

mk
ξik
ρkk

Gas

∑ (vik ⋅ r̂ik )r̂ikD(hk ),

v j
G (t +δt) =

v j
G (t)+

ν
Ni

mk
ξkj
ρ jk

Dust

∑ (vkj ⋅ r̂kj )r̂kjD(hj ),

ξij =
ρi

ρi + ρ j

(1− e−δt/ts ), q  Time	
  evolu3on	
  of	
   the	
  velocity	
  of	
   the	
  dust	
  component	
   in	
  a	
   three	
  dimensional	
  gas/dust	
  mixture	
   in	
  
the	
  Epstein	
   regime,	
   for	
  several	
  different	
  grain	
  sizes:	
  s=	
  1	
  mm,	
  1	
  m,	
  10	
  m,	
  100	
  m,	
  and	
  1	
  km	
  from	
  
bo\om	
  to	
  top.	
  The	
  adopted	
  physical	
  condi3ons	
  are	
  those	
  appropriate	
  for	
  a	
  dust	
  par3cle	
  at	
  the	
  mid-­‐
plane	
  of	
  a	
  protoplanetary	
  disc	
  at	
  1	
  au:	
  ρG	
  =	
  10−9	
  g	
  cm−3,	
  vth	
  ≈	
  105	
  cm	
  s−1,	
  and	
  ρD	
  =	
  3	
  g	
  cm−3.	
  The	
  
computa3onal	
  domain	
  comprises	
  a	
  total	
  volume	
  of	
  1	
  cubic	
  au.	
  The	
  method	
  has	
  been	
  tested	
  with	
  
two	
  different	
  dust-­‐to-­‐gas	
  ra3os,	
  ρD/ρG	
  =	
  1	
  (le6-­‐hand	
  figure),	
  and	
  ρD/ρG	
  =	
  0.01	
  (right-­‐hand	
  figure).	
  A	
  
total	
   of	
   203	
   gas	
   and	
   203	
   dust	
   par3cles	
   have	
   been	
   used	
   for	
   the	
   test.	
   Solid	
   lines	
   represent	
   the	
  
analy3cal	
  solu3ons	
  for	
  the	
  problem	
  for	
  each	
  dust	
  grain	
  size	
  (Loren-­‐Aguilar	
  &	
  Bate	
  2014).	
  

q  Result	
  of	
  a	
  three-­‐dimensional	
  Sedov	
  problem	
  with	
  a	
  dust-­‐to-­‐gas	
  ra3o	
  of	
  0.01	
  in	
  a	
  high	
  drag	
  
regime.	
  Dashed	
  lines	
  represent	
  the	
  self-­‐similar	
  solu3on	
  of	
  the	
  Sedov	
  problem.	
  In	
  this	
  case,	
  
having	
  used	
  a	
   total	
  number	
  50x50x50	
  par3cles,	
  no	
  over	
  dissipa3on	
   is	
   appreciated	
  due	
   to	
  
the	
  low	
  dust-­‐to-­‐gas	
  ra3o	
  (Loren-­‐Aguilar	
  &	
  Bate	
  2014).	
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Background	
  picture:	
  Ar3st’s	
  impression	
  of	
  a	
  baby	
  star	
  surrounded	
  by	
  a	
  protoplanetary	
  disk,	
  made	
  from	
  cosmic	
  dust.	
  Credit:	
  ESO.	
  

q  Se\ling	
   velocity	
   of	
   a	
   dust	
   par3cle	
   as	
   a	
   func3on	
   of	
   z,	
   for	
   different	
   drag	
   intensi3es,	
   in	
   a	
   one	
  
dimensional	
   ver3cal	
   sec3on	
   of	
   an	
   isothermal	
   disk.	
   Dashed	
   lines	
   correspond	
   to	
   the	
   numerical	
  
solu3on	
  of	
   the	
  problem,	
  while	
   solid	
   lines	
   represent	
   the	
   limi3ng	
  velocity	
   for	
  each	
  case.	
  As	
  can	
  be	
  
seen,	
   the	
   higher	
   the	
   drag	
   intensity	
   is,	
   the	
   sooner	
   the	
   limi3ng	
   velocity	
   is	
   reached,	
   as	
   expected	
  
(Loren-­‐Aguilar	
  &	
  Bate	
  2014).	
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